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Lie对称群方法及其在几类方程中的应用
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摘 要

本文研究了 Lie对称群方法 (Lie Symmetry Methods)及其在微分方程中的应用。微分
方程的李对称群方法系统地统一以及拓展了已广为人知的微分方程（特别是非线性微分方

程）构造显式解的技巧。该方法为更深入地研究非线性偏微分方程提供了可能，因此研究

此类方法尤为重要。本文分为四章：

第二章简要地介绍了微分方程 Lie对称群的基本概念，通过考虑利用李点变换群的无
穷小生元将一个函数映射到另一个函数并且保持它们的自变量保持不变。其中概念包括

Lie变换群、无穷小变换群、不变函数、点变换和拓展变换等有助于增进对后文的理解。

第三章引入了偏微分方程不变性的理论，叙述了对称、偏微分方程的不变性、不变解

等相关概念。在这些已知理论的基础上，针对几类重要的发展方程 (详见下一章)，得到了
三次发展方程的 Lie变换群理论，推导出 n阶无穷小的延拓公式，为后文使用Mathematica
编程计算提供了理论基础。随后用微分方程不变解的概念来阐明如何构造方程不变解的容

许点对称以及若干用于简化计算的定理。

第四章研究了几类重要的偏微分方程：Burgers方程、变形的 Burgers方程、KdV方
程、广义的 KdV方程、KdV-Burgers方程、广义的 KdV-Burgers方程和 (2+1)维 KdV型方
程的对称，并具体阐述了运用 Lie对称群方法来求解方程的步骤。值得注意的是，在求解
(2+1)维 KdV型方程时，发现了简化无穷小计算的定理。最后，以 Mathematica为例讲述
如何使用计算机代数系统来简化运用 Lie对称群方法求解方程过程中遇到的复杂计算。

关键词：Lieਈᦒ群ˈBurgers方程ˈKdV方程ˈKdV-Burgers方程ˈMathematica
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Lie Symmetry Methods and Their Applications to Differential
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Abstract

This paper is concerned with Lie symmetry methods (LSM) and their applications to partial d-
ifferential equations (PDEs). These applications systematically unify and extend well-known ad
hoc techniques to construct explicit solutions for differential equations, especially nonlinear PDEs.
Hence, it is of great importance to study the LSM which make possible more profound inquiries to
nonlinear PDEs. This dissertation embraces four chapters:

Chapter 2 briefly introduces the basic concepts of Lie groups of transformations that are cardinal
in the subsequent chapters such as Lie groups of transformations, infinitesimal transformations,
invariant functions, Lie group of point transformations and prolongations. By considering a Lie
group of point transformations through its infinitesimal generator from the point of view ofmapping
functions into functions with their independent variables held fixed.

Chapter 3 covers theories with respect to the invariance of PDEs under Lie symmetry. Theory of
Lie groups of transformations about third order evolutionary equations is developed based on the
known results while formulae of n th order infinitesimals, which lay a foundation for computing
the infinitesimals with Mathematica, are attained simultaneously. It is also shown how to find ad-
mitted point symmetries and construct related invariant solutions with concepts such as symmetry,
invariance of PDEs, invariant solutions etc.

Chapter 4 deals with several types of PDEs by using Lie groups of transformations to obtain the
symmetry of given equations. These equations include modified Burgers equation, generalized
KdV equation, generalized KdV-Burgers equation and (2+1)-dimensional KdV type equation. No-
ticeably, a theorem is discovered when solving (2+1)-dimensional KdV type equation. Ultimately,
we illustrate how to simplify the sophisticated computations with computer algebra (e.g. Mathe-
matica) when applying LSM to solve PDEs.

Keywords: Lie groups of transformations, Burgers equation, KdV equation, KdV-Burgers equa-
tion, Mathematica
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第一章 绪论

1.1 研究背景

Sophus Lie (1842 - 1899)ᔰࡋҶ䘎㔝群ਈᦒᗇࡠҶнਈᗞ࠶方程㌫㔏ǄLie的ᡀ᷌Ѫ在⴨਼ᾲ
ᘥлᗞ࠶方程的≲䀓ᨀ׋Ҷཊݳ的ᒦф⢩࡛的〟࠶方法Ǆ的⺞ˈLie的ᰐェሿਈᦒ方法Ѫᑨᗞ࠶方
程ԕሱ䰝ᖒᔿ的≲䀓ᨀ׋Ҷᒯ⌋的ᢰᐗˈਟԕ用对称ᶕ⺞ᇊа䱦ᡆ㓯ᙗᑨᗞ࠶方程的ḷ߶䀓方法ˈ

䙊䗷ᑨᗞ࠶方程的࠶类ˈLieᡀ࣏ൠ⺞ᇊᡰᴹ的方程 (ᰐ䇪䈕方程㜭㻛㓖ॆ䘈ᱟਟԕ䙊䗷群䇪ᢰᐗ
䘋㹼ᆼ࠶〟ޘ)Ǆ

ሶ Lie对称群方法应用ٿࡠᗞ࠶方程ˈਟԕᗇࡠ䀓઼ᆸᚂᇊᖻǄ֯用ᗞ࠶方程的对称ˈࡉਟԕ
䙊䗷ⴤ᧕≲ᗇᯠ䀓ˈ઼ٿᗞ࠶方程ਟԕ㻛ᖂ类ࡠㅹԧ类Ǆਖཆˈ䙊䗷 Lie的方ᔿᗇࡠ的群нਈ䀓ˈ
ᴹࣙҾ࣐␡对⢙⨶⁑ර的⨶䀓Ǆ㘼ᱮᔿ䀓ਟ֌Ѫ䇮䇑ˈ㋮⺞⍻䈅ˈ∄䖳ᮠᆇ㇇法的ḷ߶Ǆ

ྲӺˈ对称的ᾲᘥ在⢙⨶઼ᮠᆖ的⹄ウ઼ਁኅ中䎧⵰䟽㾱的֌用Ǆһᇎк Lie群઼ Lieԓᮠ㻛
应用Ҿᮠᆖ的਴њ亶ฏˈवᤜᗞ࠶几օˈԓᮠᤃᢁˈ࠶᭟⨶䇪ㅹㅹǄLie的ࡋѮ对⢙⨶方䶒的ᗞ࠶
方程的ᖡ૽␡䘌ˈᰐ䇪ᱟ㓿ި࣋ᆖ઼䟿ᆀ࣋ᆖˈ⍱փࣘ࣋ᆖˈᕩᙗ࣋ᆖ䘈ᱟ其Ԇ䈨ཊ应用亶ฏǄ

Lie对称群方法ҏ㻛用Ҿ༽ᵲ⢙⨶㌫㔏的㑱⩀䘀㇇中ˈ⭊㠣䘎用㓨઼ㅄ䜭ᶱ᱃ࠪ䭉的中රᗞ
方程㌫㔏的䇑㇇中ҏᴹ其ᯭኅ的オ䰤Ǆ䇑㇇ᵪԓᮠ㌫㔏ྲ࠶ Mathematica, MACSYMA, REDUCE,
AXIOM,઼ MuPADѪ䘉Ӌ䇑㇇ᨀ׋Ҷ䈨ཊ࡙ׯǄ在䇑㇇ᵪԓᮠ㌫㔏中的ㅖਧ䇑㇇वਟԕ≲ᗇ Lie
⛩对称的䇑㇇方程ˈ޽用ᴤѪ༽ᵲ的वሶᆳԜ㓖ॆᡀањㅹԧնᴤׯҾ䇑㇇的㌫㔏ˈ䲿ਾԕሱ䰝

的ᖒᔿ䇑㇇䘉Ӌ方程ˈ❦ਾᗇࡠ Lie对称ᗇࡠᰐェሿ⭏ᡀݳ [15]Ǆ

㓿ި的ٿᗞ࠶方程ᕪ对称群ᤷ的ᱟ֌用在⤜・Ҿഐਈ䟿オ䰤的䘎㔝ਈᦒ群ሶᐢ⸕䀓᧘ࡠ其Ԇ

䀓ˈ᮷⥞ [8, 27, 29]䙊䗷䘎㔝对称群ਈᦒ的方ᔿˈ及߿ቁٿᗞ࠶方程的ਈ䟿њᮠᶕ≲ᗇ的䀓ᱟнਈ
的ˈवᤜ⍱ࣘ⌒䀓ˈ⴨լ䀓ԕ及其Ԇ⢙⨶ᱮ㪇的䀓ǄLie的สᵜ㓖ॆ方法ᒦнᒯѪӪ⸕ˈLie对᧕
䀖ਈᦒ群֌用л的ٿᗞ࠶方程的нਈ䀓ᝏޤ䏓ˈնྩ的㔃᷌वᤜҶ⧠Ӻተ䜘㓖ॆᇊ⨶Ǆ在᮷⥞中

的ㅜ 65ㄐ中ˈLie䇱᰾Ҷєњਈ䟿的ٿᗞ࠶方程的对称群нਈ䀓ਟԕ䙊䗷≲䀓㓖ॆѻਾ的ᑨᗞ࠶
方程ᡰᗇࡠǄ在਼аᵜҖ中ˈᐢ㓿䇱᰾Ҷᒯѹ的ٿᗞ࠶方程㌫㔏ˈণ؍ᤱཊਈ䟿方程的对称群н

ਈǄ❦㘼ˈᡁԜਁ⧠ޣҾᵜѫ仈的⴨ޣ᮷⥞ᒦᵚᕅ用䘉њᡀ᷌Ǆ在᮷⥞的ㅜҼㄐㅜॱ㢲中ҏᨀࡠ

Ҷ䈕方法Ǆᕪᒯѹ对称群方法在 Noetherᇊ⨶的ањ⡸ᵜ中֯用䗷ᒦфҏ在ᆔ・ᆀ方程的⹄ウ中
ҏ֯用䗷Ǆ㤕ᒯѹ对称群方法о在᮷⥞ [27]中ᨀࠪ的ᗞ࠶方程ᾲᘥㅹԧˈҾᱟˈPeter J. OlverҾ
1987ᒤ在᮷⥞ [28]中ᨀࠪҶޣҾٿᗞ࠶方程㌫㔏的ᕡ对称群ᾲᘥˈቡ↔᧘ᒯҶ⭡ Bluman઼ Cole
ᨀࠪ的䶎㓿ި方法ᶕ≲ٿᗞ࠶方程群нਈ䀓Ǆ㔉ᇊԫ᜿的ٿᗞ࠶方程ˈণਟ䙊䗷㓖ॆٿᗞ࠶方程

ᶕᶴ䙐群нਈ䀓Ǆ৽ѻˈ㌫㔏的⇿њ䀓ਟ䙊䗷用ᕡ对称群㓖ॆ的方ᔿ≲ᗇǄ

对称群ᢰᐗ (的䘀用)Ѫٿᗞ࠶方程≲䀓㋮⺞䀓᷀䀓ᨀ׋Ҷ䟽㾱的方法ǄLie对称群方法ᱟ≲䀓
䶎㓯ᙗ㌫㔏的对称⛩的ިර方法 [27]Ǆިර Lie对称群方法ᐢ㓿ᗇࡠҶ䇨ཊ᧘ᒯˈྲ䶎ިර Lie对
称群方法ˈCKⴤ᧕方法Ǆᾬㅹᆖ㘵᭩䘋Ҷ CKⴤ᧕法ᒦфᨀࠪҶа⿽ㆰঅ方法 (称Ѫ᭩䘋的 CKⴤ
᧕法)ᶕ≲䀓䶎 Lie⛩对称群Ǆ֯用᭩䘋的 CKⴤ᧕法ˈਟԕᗇࡠ䇨ཊ䶎㓯ᙗ㌫㔏的对称群઼ᯠ㋮
⺞䀓Ǆ䘉ṧ的䶎㓯ᙗ㌫㔏वᤜ KP方程ˈAKNS㌫㔏ˈDS方程ˈCamassa-Holm方程ˈJimbo-Miwa
方程ˈ儈䱦 BK㌫㔏ˈਈ㌫ᮠިර的а㡜ॆ KP方程ˈ(2+1)㔤ᢙᮓ䮯⌒方程ˈ㙖ਸ KdV方程ˈԕ
及Ҽ㔤的 KdV-Burgers方程 [32]Ǆ
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⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

Baumann在᮷⥞ [4]中ҏਉ䘠䚃˖Lie群⨶䇪在ᗞ࠶方程中ᴹ⵰䇨ཊ应用ˈਟԕᾲᤜᡀԕл几
⛩˖

1. ᑨᗞ࠶方程的䱽䱦˗
2. ⭡ᐢ⸕䀓ᗇࡠᯠ䀓˗
3. 方程ਈ䟿的њᮠ࠶ᗞٿቁ߿ (ণٿᗞ࠶方程的㓖ॆ)˗
4. нਈ䟿的ᶴ䙐˗
5. 䗩٬䰞仈的нਈ䀓ᶴ䙐˗
6. ᆸᚂᇊᖻ的ᶴ䙐˗
7. ᗞ࠶方程㓯ᙗਈᦒ的Ự⍻.

1.2 研究现状

↓ྲ᮷⥞ [17]ᡰਉ䘠的ˈLie群о Lieԓᮠᱟᮠᆖ对䊑ˈ䎧ⓀҾ Sophus Lie࡙用↓Ӕԕ֯用对
称䀓ᗞ࠶方程的ᶠࠪᡀ᷌ǄSophus Lie (1842 - 1899)ᔰࡋҶ䘎㔝群ਈᦒᗇࡠҶнਈᗞ࠶方程㌫㔏Ǆ
䎧ݸˈ䘉Ӌᾲᘥॱ࠶的༽ᵲˈ⎹及ࡠRN к的ᗞ࠶方程⍱Ǆᰙ在 20ц㓚ࡍˈLie群⨶䇪的ᣭ䊑䳿ᖒ
⭡ˈᐢᖒᡀׯ Elie Cartan在 Lieԓᮠ的࠶类ᰦ的ᐕ֌ᔰࡋǄᣭ䊑ᖒᡀ的Ո࣯在Ҿㆰॆᮠᆖ᷀࠶的䗷
程Ǆഐ↔在ᮠᆖ᮷⥞的੸⧠ᴤᦞѫሬൠսǄ❦㘼ᣭ䊑⨶䇪的ⴞ的在Ҿ⨶䀓ᮠᆖ㔃ᶴ㘼䶎䀓䟺其在

䀓ᗞ࠶方程中的应用ǄҾᱟˈ对䇨ཊ应用ᮠᆖᇦ㘼䀰ᣭ䊑ᒦн␵Რˈᇎ䱵кˈLie群在应用ᮠᆖ઼
䇑㇇ᮠᆖ亶ฏᱟॱ࠶ᴹ用的对䊑ˈ㠚❦㘼❦ˈሶ䳮ԕ䈳ࣘԆԜ的〟ᶱᙗᶕᆖҐᣭ䊑⨶䇪Ǆ

在 1990ᒤˈGeorge Bluman在᮷⥞ [6]㔉ᇊᗞ࠶方程䇑㇇ᰐェሿᶕㆰॆ Lie群的ᖒᔿǄ在਼а
ᒤˈBluman在 [5]中ᨀࠪа⿽࡙用 r -৲ᮠਟ䀓 Lie群ਈᦒ法ሶањ n䱦ᑨᗞ࠶方程㓖ॆࡠ n − r䱦
ᑨᗞ࠶方程的䘝ԓ㇇法Ǆ䘝ԓ䗷程㜭ⴤ᧕方程㓖ॆࡠ的 n − r䱦ᑨᗞ࠶方程ˈн䴰㾱䇑㇇ n − r + 1
ࡠ n − 1的ԫ᜿а䱦方程Ǆ䈕㓖ॆ㇇法应用ࡠҶй䱦 Blaiuis方程ˈ其ݱ䇨єњᮠ群઼ањ在⹄ウ
н਼ӻ䍘中Ր᫝的⌒方程群ᙗ䍘ࠪ⧠的ݱ䇨й৲ᮠ的ਟ䀓群的ഋ䱦ᑨᗞ࠶方程Ǆ

һᇎкˈ֯用㓿ި Lie对称群方法н㜭ᗇٿࡠᗞ࠶方程的群нਈ䀓Ǆ在 1993ᒤˈP. A. Clarkon
在᮷⥞ [12]中֯用ҶⓀҾ Clarkson઼ Krustal在⹄ウ Bossinesq方程对称㓖ॆᰦ的䶎群⨶䇪ᢰᐗˈ
㔉ࠪҶ㤕ᒢ䶎㓿ި对称㓖ॆ઼在⢙⨶઼ᮠᆖቲ䶒ᴹ䟽㾱᜿ѹ的䶎㓯ᙗٿᗞ࠶方程的㋮⺞䀓Ǆ਼ᰦˈ

Ԇ㔉ࠪл䶒几њ方程的㋮⺞䀓Ǆ

1. Boussinesq઼ Kadomstsev - Petviasvil (ᆼޘਟ〟ᆔ・ᆀ方程)
2. 䶎㓯ᙗ的㯋ᇊ䉄方程
3. Fitzhug - Nagumo方程
4. Navier - Stokes方程
5. Zabolotzkaya - Khokhlov方程 (Ҽ㔤 Burgers方程ˈнᆼޘਟ〟)

在 1996ᒤˈFernado Casa在᮷⥞ [11]中ᨀࠪҶа⿽ᯠ㇇法ᶕ≲ḟ㾯䰞仈 (ањᣋ⢙㓯රٿᗞ࠶
方程)的㋮⺞䀓ˈ㇇法བྷ㠤ྲл˖ݸሶٿᗞ࠶方程䖜ॆᡀᑨᗞ࠶方程⸙䱥ˈ޽䘀用 Lieԓᮠᢰᐗণ
ਟ≲䀓Ǆ

ҏᱟ在 1996ᒤˈMehmet Canਁ⧠བྷ䟿᮷⥞㺘᰾ˈ群䇪在≲䀓ᗞ࠶方程的䘉а方䶒䘈ᵚᗇࡠབྷ
䜘࠶应用ˈ৏ഐਟ㜭ᱟ群䇪的֯用㘵对群䇪ᡰᆈ在的䈟䀓ᡰሬ㠤˖
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1. ≲䀓方程的对称群的䳮ᓖнӊҾ≲䀓方程ᵜ䓛˗
2. 群䇪≲䀓ᗇࡠ的䀓ӵӵᱟ䲿ᵪ的⢩䀓˗
3. 群䇪ӵ对≲䀓㓯ᙗ方程ᴹ用Ǆ

㋇⮕ൠ䇢ˈᗞ࠶方程㌫㔏的对称群ᱟ㠚ਈ䟿оഐਈ䟿䘋㹼群ਈᦒ֯ᗇᡰᴹ的䀓䳶؍ᤱнਈǄ

аᰖ方程㓴的对称群ᐢ⸕ˈࡉਟԕӾᐢ⸕的ᰗ䀓᧘ᗇᯠ䀓ˈᒦф㓿ᑨਟԕ⭡ᒣࠑ䀓ᗇࡠаӋᴹ᜿

ᙍ的䀓ǄLie对称群ਟԕ用ᶕ对ᡰᗇ的䀓䘋㹼ᖂ类઼ㆰॆᗞ࠶方程的ᖒᔿǄਖཆањ䟽㾱的应用ᱟ
对ᑨᗞ࠶方程的对称㓖ॆˈԕ及߿ቁٿᗞ࠶方程的ਈ䟿њᮠǄ

Ҿᱟ在᮷⥞ [10]ˈMehmet䘀用 Lie⛩对称方法≲䀓ᒯѹ的ഋ䱦 Burgers方程 (GBE4)ˈԆ֯用
਽ѪMathematica䇑㇇ᵪԓᮠव (⧠ѪWolfram Mathematica䖟Ԧˈᡚ㠣 2015ᒤ 06ᴸ䈕䖟Ԧᴰᯠ⡸
ᵜѪ 10.1)ᶕᇎ⧠≲䀓 GBE4的䗷程ˈᗇࡠҶй㔤ਟ䀓 Lieԓᮠ⛩对称ˈ਼ᰦҏᡀ࣏ᗇࡠ䘉Ӌ对称
的⴨լ㓖ॆǄ

1997ᒤˈW. NeremanㅹӪ在᮷⥞ [15]中䇢䘠Ҷ䇑㇇ᵪԓᮠव及ᴹࣙҾᗞ࠶方程 Lieԓᮠ䇑㇇
的ᐕާˈ਼ᰦࠪࡇҶ Lie对称઼᷀࠶㇇法ǄԆԜ䇘䇪Ҷ Lie对称䇑㇇ᡰ֯用ࡠ的方法઼㇇法ˈਖཆ
䘈⎹及ࡠ⺞ᇊ方程㌫㔏的䇑㇇ˈྲօሶᆳԜ㓖ॆࡠḷ߶ᖒᔿˈ≲䀓ᢰᐗ઼对称群ቪረ的䇑㇇ǄԆ

Ԝ䘈ӻ㓽Ҷᵾ⛩对称䖜ੁ઼ᒯѹ对称ˈԕ及䶎㓿ިᡆᶑԦ对称ǄޣҾ⧠ԓ Lie对称程ᒿˈ在䇑㇇
ᵪԓᮠ㌫㔏л䘋㹼࠶类的ਉ䘠ˈԆԜޣᗳ的ᱟޣҾ㓿ިᵾ⛩对称ˈ᧕䀖 (ᡆࣘᘱ)ˈᒯѹ (ᡆ Lie -
Bäcklund)对称઼䶎㓿ި (ᡆᶑԦ)对称的 Lie对称的䖟ԦǄ在ᴰ䘁ॱᒤ中ˈࠪ⧠Ҷ⴨应的བྷ䜘࠶वǄ

2006ᒤˈMark Craddock઼ Kelly A. Lennox䙊䗷䇱᰾ᗞ࠶方程的对称群Ѫ䶎ᒣࠑ的ˈᗇࡠҶᖒ
ྲ ut = σxγuxx + f (x)ux − µxru的ٿᗞ࠶方程的สᵜ䀓ˈ其中用ࡠҶสᵜ䀓的ḷ߶〟࠶ਈᦒ [13]
ǄԆԜሶ≲สᵜ䀓的䗷程ᴰ㓸䖜ॆᡀ≲᣹Პ᣹ᯟ䘶ਈᦒᡆ㘵其Ԇᖒᔿ的㓿ިਈᦒǄк䘠ᖒᔿ的ٿ

ᗞ࠶方程在䠁㶽ᮠᆖ及其Ԇ亶ฏᴹ䟽㾱֌用ǄԆԜ᧘ᒯҶ Craddock઼ Platan的ᢰᐗˈԆԜ的方法
ሶ䰞仈䖜ॆѪ≲᣹Პ᣹ᯟ䘶ਈᦒᒦԕ┲〫 f 的ᱮᔿ方程㔉ࠪǄPeter J. Olver在Җ [27]中ӻ㓽Ҷྲօ
ሶ Lie对称用֌〟࠶ਈᦒǄM.S. Joshi在 [24]а᮷中䙊䗷ٿᗞ࠶方程㔉ࠪҶ٪ࡨᇊԧ⨶䇪ᒦф㔉ࠪ
Ҷᒯѹ的٪ࡨᇊԧޜᔿ˖dxt = f (Xt, t)dt + b(xt, t)dWt, X0 = xਖཆԆԜ࡙用สᵜ䀓的᣹Პ᣹ᯟ〟
ਈᦒ≲䀓࠶ Ricatti方程Ǆ

2010ᒤˈN. M. Ivanova在᮷⥞ [18]中࡙用ᗞ࠶方程的⧠ԓ Lie对称群方法᷀࠶ᶕ⹄ウҼ㔤ਈ
㌫ᮠ的 Burgers方程的类ᙗ䍘Ǆ䘉а类的群࠶类方法ᗇࡠҶ䘀用ˈ਼ᰦᗇࡠㆰॆ࠶类㔃᷌的ㅹԧਈ
ᦒǄᔪ・Ҷᗞ࠶нਈ䟿઼нਈᗞ࠶㇇ᆀㅹԧਈᦒˈо Lie对称䘀㇇⴨ޣ的㓖ॆ઼对ԫ᜿ݳ㍐的⢩ᇊ
ᖒᔿ㜭≲ᗇ㋮⺞䀓᷀䀓Ǆᴰਾˈ对ᆸᚂᇊᖻ䘋㹼Ҷ࠶类Ǆ

2011ᒤˈJ. Jena⹄ウҶ Lie群ਈᦒ对㓯ᙗٿᗞ࠶方程的нਈ䀓ᙗ䍘 [21]Ǆнਈᴢ䶒ᶑԦ઼㠚ਈ
䟿оഐਈ䟿的 Lie群ਈᦒᗞݳਟԕ用ᶕ≲ᒯѹ䖵ࣙ方程Ǆྩ的⹄ウᡀ᷌ᱟа⿽䘲用Ҿ㓯ᙗٿᗞ࠶方
程的㇇法ˈਟԕ≲ٿᗞ࠶方程的䀓ᡆ㓖ॆٿᗞ࠶方程Ǆྩ䇔Ѫˈ在ᴰ䘁的йॱᒤ中ˈ对称方法的

ਁኅ䗵⥋ᒦфޣҾ Lie群ਈᦒ的ᐕ֌ҏབྷ䟿㻛ᔰኅˈ⎹及ࡠ⢙⨶઼ᐕ程的਴њ࠶᭟的ᑨᗞ࠶方程઼
⭡方程Ǆ࠶ᗞٿ Sophus Lieᔰࡋ的ᗞ࠶方程的对称方法ᴹ䶎ᑨ儈的㇇法⢩ᙗˈӾ群的䀂ᓖᶕⴻ䇨
ཊ⢩↺的ᗞ࠶方程的≲䀓ᢰᐗ䙊ᑨ䶎ᑨ的ᐗ࿉Ǆ在ᮠᆖ઼⨶䇪⢙⨶ㅹ的䘎㔝对称⹄ウ中ˈLie群的
㺘⽪䇪ᢞ╄⵰䟽㾱的֌用Ǆ㾱֯用的สᵜᐕާᱟ Lieԓᮠ的ᰐェሿ㺘⽪Ǆ䙊䗷ањᢙኅਾ (ᔦᤃ)的
方程的ਈᦒˈྩᤷ的ᱟ䘎㔝ਈᦒ群֌用在ањवᤜഐਈ䟿઼㠚ਈ䟿的ਈ䟿オ䰤Ǆ࠶ᗞٿ

Radha઼ Sharma [30]在 Bluman઼ Cole [8]ԕ及 Logan઼ Perez的⹄ウส⹰кᔪ・Ҷ㠚⴨լ的
䀓的ᆼᮤ类ˈ䘉аᡀ᷌ᢃ⹤Ҷᆖᵟ⭼的ᒣ䶉ˈ䖠ࣘаᰦǄ䈕方法㜭ཏ᰾⺞䰞仈ᱟнਈ的ԕ及ᆈ在
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㠚⴨լ䀓的Ⴢӻˈ䘉⿽方法⴨㔗ൠ㻛用Ҿ在ԕ┑䏣Mei - Grueneisen类ර⣦ᘱ方程的ቈ≄␧ਸ⢙Ѫ
Ր᫝ӻ䍘的ᙚ⌒Ր᫝䰞仈 [23]Ǆ᧿䘠㋈ぐᒦфާᴹᕩᙗᶀᯉ的ᗞ࠶方程㌫㔏 [22]˗⍵≤中ᕡн䘎
㔝⌒的֌用 [19]ˈԕ及在ᑨᘱ≄փ中н䘎㔝⌒的֌用 [20]Ǆ

㓯ᙗٿᗞ࠶方程वᤜᶕ㠚࢚࠷⍱᧿䘠方程ˈн਼ӻ䍘的ᢙᮓ方程ˈ在н਼ӻ䍘中༠丣的ᒢ

ᢠǄᇎ䱵кˈᆳवᤜᮠᆖ⢙⨶中的䇨ཊ方程˖⭥ᣕ方程ˈᢙᮓ方程ˈ⋺ᶮ方程ˈ㯋ᇊ䉄方程ˈ

Fokker-Plank方程ㅹǄ䘉䟼ˈѪҶ᧒≲ᴤѪㆰঅ的方法ˈഐѪ Lie群ਈᦒ的ᴹ᭸ᙗˈྩሶٿᗞ࠶方
程㓖ࡠа䱦ٿᗞ࠶方程ˈ֯用᭩㠚᮷⥞ [19, 20, 22, 23, 25, 30]的方法઼方程㌫㔏的нਈᙗǄᴹ᜿ᙍ
的ᱟˈ䈕方法ӵ用ᴤቁ Lie群ਈᦒ的⨶䇪ণਟᗇࡠᴤㆰঅ的㇇法Ǆᴰਾྩᡀ࣏ൠࡋ䙐Ҷањ৏⨶ㆰ
অˈ᱃用的㓯ᙗᗞ࠶方程㇇法ˈ䈕㇇法ਟԕᇎ⧠≲䀓ᗞ࠶方程ᡆ㘵对߿ቁ方程ഐਈ䟿њᮠˈྩ֯

用 Lie群ਈᦒᶕ≲䀓Ҽ䱦઼й䱦ٿᗞ࠶方程 [21]ˈ઼用⴨਼的ਈᦒᗇࡠԫ᜿䱦ٿᗞ࠶方程的㇇法䈕
㇇法ਟ⭡䘲ᖃ的ֻᆀ傼䇱 [31]Ǆ

2014ᒤˈഐѪޣҾᵾ㪇਽方程ྲ䙊䗷ᵾ⛩对称⺞ᇊ的ᗞ࠶方程⨶䇪㻛ᒯ⌋ᕅ用ᒦф应用ࡠᑨ
ᗞ࠶方程ѻ中ˈGanni Mannoഒ䱏在᮷⥞ [26]㘳㲁ҶаӋ在 Rk кੁ䟿ฏ的⴨ޣ Lieԓᮠˈ઼ԕ↔
⺞ᇊ Lieԓᮠᱮ㪇方程Ǆ在ᗞ࠶方程对称几օ⨶䇪的བྷ㛼ᲟлˈManno对ᗞ࠶方程 (वᤜᑨᗞ࠶方
程઼ٿᗞ࠶方程)在ӰѸᶑԦл㜭ཏ⭡⛩对称的 Lieԓᮠୟа⺞ᇊ䶎ᑨᝏޤ䏓ˈᔰ࿻⹄ウᑨᗞ࠶方
程中的䘶䰞仈˖㔉ᇊੁ䟿ฏ的 Lieԓᮠˈྲօᶴᔪањާᴹԕ g֌Ѫᵾ⛩对称的ᆀԓᮠ઼┑䏣在ਾ

䶒Պᨀࡠ的аӋ㜭ཏ؍䇱ୟаᙗ的ᗞ࠶方程Ǆ䘉⿽ᜣ法䴰㾱䘭ⓟࡠ Sophus LieˈԆᨀࠪҶ uxx = 0
ᱟୟа的Ҽ䱦ᗞ࠶方程ˈࡠ⛩ਈᦒ其ݱ䇨ޛս Lie对称群在ᗞ࠶方程的方䶒ҏ਼ṧᨀࠪҶ⴨լ的㿲
⛩Ǆྩ䇱᰾Ҷӵḷ䟿Ҽ䱦ٿᗞ࠶方程 (ањн⸕਽的Ҽ࠭ݳᮠ)ˈݱ䇨 Rn ੁ䟿ᣅᖡ的 Lieԓᮠ֌Ѫ
ᵾ⛩对称ᆀԓᮠᱟањMonge - Ampere方程 uxxuyy − u2

xy = 0Ǆ

2015ᒤˈZhihongสҾ Lie群⨶䇪䀂ᓖ⹄ウާᴹ࠶ᐳᔦ䘏的৽应ᢙᮓ方程ˈԆԜ俆ݸ㔉ࠪਁኅ
ᰐェሿੁ䟿ฏ v⃗ԕ及䙊䗷ᒯѹ的对称群⨶䇪 v⃗≲对应的а㌫ࡇ群нਈ䀓 [35]Ǆ

1.3 本文的主要工作及其研究意义

ᵜ᮷ѫ㾱ӻ㓽Ҷᵾ对称群的สᵜ⨶䇪઼ᗞ࠶方程нਈᙗㅹ⴨ޣ⨶䇪ˈ在䘉Ӌ⨶䇪的ส⹰кˈ

ㅄ㘵䪸对й⅑ਁኅ方程 (Ҽ⅑ਁኅ方程ӵѪ其中的а⿽⢩↺ᛵߥ)ˈ᧘ሬࠪҶԫ᜿䱦ᰐェሿ的ᔦᤃޜ
ᔿˈ其ׯҾ在㧧ᗇᗞ࠶方程的⺞ᇊ方程ᖒᔿਾˈሶާփ的ᰐェሿԓࡠޕк䘠㺘䗮ᔿ中ᗇާࡠփ的

⺞ᇊ方程˗޽㘵ˈ其Ѫ䇑㇇ᵪԓᮠ㌫㔏 (ྲMapleˈMathematicaㅹ)䟷用䙂ᖂ࠭ᮠ的方ᔿ䇑㇇ᰐェ
ሿᨀ׋Ҷ⨶䇪ส⹰ˈ֯ᗇ程ᒿᴹ䖳儈的ਟ〫Ἵᙗˈᒦфਾᵏ的㔤ᣔᨀ׋Ҷ؍䇱Ǆਖཆˈㅄ㘵ᨀࠪ

Ҷањㆰॆᰐェሿ䇑㇇䗷程的⥌ᜣǄ❦ਾˈㅄ㘵ሶᵾ对称群方法䘀用ࡠ≲䀓几类䟽㾱的ᗞ࠶方程

中˖ਈᖒ的 Burgers方程ˈᒯѹ的 KdV方程ˈᒯѹ的 KdV-Burgers方程ԕ及 (2+1)㔤 KdVර方程ˈ
ᒦф≲ᗇ਴њ方程的对称Ǆ≲䀓䗷程中⎹及ཊ亩ᔿ的䘀㇇оॆㆰˈ方程㓴的≲䀓ˈ䇑㇇䗷程的㑱

⩀о䟽༽֯ᗇ≲䀓䗷程ᶱ᱃ࠪ䭉ˈ≲䀓ቡ↔ڌ┎нࡽǄഐ↔ˈ㾱≲֯用 Lie对称群ᶕ≲䀓ᗞ࠶方程
ᗵ享㾱≲䀓仈㘵ᴹ䎵Ӫ的㙀ᗳǃ㓶ᗳ઼㠚ؑᗳǄѪҶݻᴽԕк༽ᵲ的䇑㇇䗷程ˈㅄ㘵㕆߉Ҷ䘲用

Ҿԫ᜿ᴹ䲀䱦 (1+1)㔤ਁኅ方程的Mathematicaॆㆰཊ亩ᔿԕ㧧ᗇ䎵ᇊ方程㓴的程ᒿˈӾ㘼ሶ৏ᵜ
㑱ᵲ߇䮯的䇑㇇䗷程ㆰॆᡀᘛᦧф↓⺞ᙗ㜭؍䇱的䗷程Ǆ

ᵜ᮷的⹄ウ᜿ѹ在Ҿᡀ࣏ൠ䘀用 Lie对称群⨶䇪≲䀓᧘ᒯਾ的几类方程ˈᗇࡠ的㔃᷌对⧠ᇎ䰞
仈 (ྲᕩᙗ㇑䚃޵⏢փ⍱ࣘ䰞仈)的䀓ߣᨀ׋Ҷᴹ࣋ᑞࣙǄ᧘ᗇ的⨶䇪对ਾ㔝的⹄ウᐕ֌ҏ㜭ᨀ׋
ᴹ࣋的᭟ᤱǄ
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第二章 微分方程的 Lie对称群理论

对称ᙗ的ᙍᜣ在ԕᗞ࠶方程㺘⽪的ᮠᆖ⁑ර中应用ᖸᲞ䙽Ǆ19ц㓚的Տབྷ的ᮠᆖᇦ Sophus
LieѪҶᮤ⨶བྷ䟿的≲䀓 ODEs的ᢰᐗˈਇࡠԆ的਼һ Sylow (ᥚေӪ)ޣҾ Abel઼ Galois的䀓ԓ
ᮠ方程的ᐕ֌的䇢ᓗ的੟ਁˈᕅޕҶ䘎㔝ਈᦒ群的ᾲᘥǄ在䘎㔝群⨶䇪中ˈᨀࠪᒦ䈖ቭൠ䱀䘠Ҷ

ᗞ࠶方程对称ᙗ䘉аᮠᆖᐕާǄLie群᷀࠶方法㔉ࠪҶ֯用㓯ᙗ઼䶎㓯ᙗᗞ࠶方程的对称ᙗᒦ֯用
䈕⢩ᙗᶕ䘋㹼〟࠶的а㡜方法ǄLie群᷀࠶方法在≲䀓䶎㓯ᙗٿᗞ࠶方程㋮⺞䀓方䶒ҏᱟᖸᴹ᭸的
[14]Ǆ

2.1 Lie变换群 [7]

俆ݸᇊѹ群ˈ❦ਾ㘳㲁ਈᦒ群ˈ⢩࡛ᱟঅ৲ᮠ Lieਈᦒ群Ǆ䘉䟼ਈᦒ֌用在 Rn кǄ

2.1.1 群

定义 2.1 群 Gᱟ┑䏣㔃ਸᖻ ϕ的ݳ㍐的䳶ਸˈᒦфݳ㍐ѻ䰤┑䏣ྲл的ޜ⨶˖

1. ሱ䰝ᙗǄ对 G的ԫ᜿ݳ㍐ a, b, ϕ(a, b)ᱟ G的ݳ㍐Ǆ
2. 㔃ਸᙗǄG的ԫ᜿ݳ㍐ a, b, c┑䏣

ϕ(a, ϕ(b, c)) = ϕ(ϕ(a, b), c).

3. অսݳǄᆈ在 G的ୟаঅսݳ eˈ֯ᗇ对 G的ԫ᜿ݳ㍐ aˈᴹ

ϕ(a, e) = ϕ(e, a) = a.

4. 䘶ݳǄ对 G的ԫ᜿ݳ㍐ aˈG中ᆈ在ୟа的䘶ݳ a−1ˈᴹ

ϕ(a, a−1) = ϕ(a−1, a) = e.

2.1.2 变换群

定义 2.2 Ԕ x = (x1, x2, · · · , xn)սҾ४ฏ D ⊂ Rn中ˈ对Ҿ D中的⇿њݳ㍐ x઼䳶ਸ S ⊂ R

中的৲ᮠ a, ϕ(a, b)ᇊѹҶ S中৲ᮠ aо bѻ䰤的㓴ਸᖻˈࡉਈᦒ䳶ਸ

x̄ = X(x; a)

ᶴᡀ Dк的অ৲ᮠਈᦒ群ˈྲ᷌л䶒的ᶑԦᡀ・˖

1. 对 S中的⇿њ aˈਈᦒ在 Dкᱟа对а的ˈഐ↔ x̄ ∈ DǄ
2. ާᴹ㓴ਸᖻ ϕ的 S㓴ᡀањ群 GǄ
3. 对Ҿ D中⇿њ x, x̄ = xˈᖃ a = a0对应Ҿঅսݳ eˈণ X(x; a0) = xǄ
4. ྲ᷌ x̄ = X(x; a), ¯̄x = X(x̄; b)ˈ䛓Ѹ ¯̄x = X(x; ϕ(a, b))Ǆ

5
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2.1.3 单参数 Lie变换群

定义 2.3 䲔Ҷ┑䏣ᇊѹ 2.2的ᶑԦཆˈྲ᷌䘈┑䏣˖

5. aѪ䘎㔝৲ᮠˈণ SѪ Rк的䰝䳶Ǆнཡа㡜ᙗˈa = 0对应Ҿঅսݳ eǄ
6. XѪ DкޣҾ xᱟᰐェ⅑ਟᗞ的ˈᒦфᱟ S中 a的䀓᷀࠭ᮠǄ
7. ϕ(a, b)Ѫ a઼ b的䀓᷀࠭ᮠˈa ∈ S, b ∈ SǄ

䛓Ѹঅ৲ᮠਈᦒ群称Ѫঅ৲ᮠ Lieਈᦒ群Ǆ

2.2 无穷小变换群

㘳㲁অ৲ᮠ (a) Lieਈᦒ群

x̄ = X(x; a), (2.1)

অսݳѪ a = 0ˈ㓴ਸᖻѪ ϕǄ在 a = 0䱴䘁⌠ंኅᔰ (2.1)ᔿˈᗇ

x̄ = x + a

(
∂X(x; a)

∂a

∣∣∣∣∣
a=0

)
+

1
2

a2

(
∂2X(x; a)

∂a2

∣∣∣∣∣
a=0

)
+ · · ·

= x + a

(
∂X(x; a)

∂a

∣∣∣∣∣
a=0

)
+ O(a2).

Ԕ ξ(x) = ∂X(x;a)
∂a

∣∣∣
a=0
ਈᦒ x + aξ(x)称Ѫ Lieਈᦒ群 (2.1)的ᰐェሿਈᦒǄ⴨应ൠˈξ(x)ਛڊ (2.1)

的ᰐェሿǄ

2.2.1 Lie第一基本定理

俆ݸ㔉ࠪл䶒的ᕅ⨶˖

引理 2.1 অ৲ᮠ (a) Lieਈᦒ群 (2.1)┑䏣ޣ㌫

X(x; a + ∆a) = X(X(x; a); ϕ(a−1, a + ∆a)).

定理 2.1 (Lie第一基本定理) ᆈ在৲ᮠॆ τ(a)ˈ֯ᗇ Lieਈᦒ群 (2.1)ㅹԧҾа䱦ᑨᗞ࠶方程
٬䰞仈ࡍ ∂x̄

∂τ = ξ(x̄)ф x̄ = xǄ

2.2.2 无穷小生成元

ṩᦞ Lieㅜаสᵜᇊ⨶ 2.1ˈԕлнཡа㡜ᙗˈٷ䇮অ৲ᮠ (a) Lieਈᦒ群ᱟ৲ᮠॆ的ˈ其㔃ਸ
ᖻ┑䏣 ϕ(a, b) = a + bˈഐ↔ a−1 = −aǄҾᱟ⭡ᆳ的ᰐェሿ ξ(x)ˈঅ৲ᮠ Lieਈᦒ群 (2.1)ਈѪ

∂x̄
∂a

= ξ(x̄), x̄
∣∣∣

a=0
= x,

6



⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

定义 2.4 অ৲ᮠ Lieਈᦒ群 (2.1)的ᰐェሿ⭏ᡀݳѪ㇇ᆀ

X = X(x) = ξ(x) · ∇ =
n

∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
, (2.2)

䘉䟼 ∇Ѫởᓖ㇇ᆀ

∇ =

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
, · · · ,

∂

∂xn

)
.

对ԫ᜿ਟᗞ࠭ᮠ F(x) = F(x1, x2, · · · , xn)ˈਟ⸕

XF(x) = ξ(x) · ∇F(x) =
n

∑
i=1

ξi(x)
∂F(x)

∂xi
,

⌘᜿ Xx = ξ(x)Ǆ

ഐ↔ˈṩᦞ Lieㅜаสᵜᇊ⨶ 2.1ˈ⭡ᰐェሿਈᦒ⺞ᇊ的অ৲ᮠ Lieਈॆ群ҏᱟ⭡ᆳ的ᰐェሿ
⭏ᡀݳ⺞ᇊ的Ǆ

2.3 拓展变换 (延拓)
л䶒ᡁԜ⹄ウ㔉ᇊᗞ࠶方程㓴 S的অ৲ᮠ Lieਈᦒ群Ǆ

定义 2.5 অ৲ᮠ (a) Lie⛩ਈᦒ群Ѫާᴹྲлᖒᔿ的ਈᦒ群

x̄ = X(x, u; a),

ū = U(x, u; a)

ф֌用在 n + mਈ䟿オ䰤к

x = (x1, x2, · · · , xn),

u = (u1, u2, · · · , um),

其中 xԓ㺘 nњ㠚ਈ䟿ˈu㺘⽪ mњഐਈ䟿Ǆ

ᕅޕл䶒的䇠ਧ˖Ԕлḷ㺘⽪ޣҾ⴨应඀ḷ的ᗞ࠶ˈྲ

Fx =
∂F
∂x

, Fy =
∂F
∂y

定义 2.6 ሬᮠᇊѹѪޘ

D =
∂

∂x
+ y1

∂

∂y
+ y2

∂

∂y1
+ · · ·+ yn+1

∂

∂yn
+ · · · . (2.3)

ṩᦞޘሬᮠ㇇ᆀ (2.3)ˈঅ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ群的 k䱦ᔦᤃѪ

x̄ = X(x, y; a),

ȳ = Y(x, y; a),

ȳi = Yi(x, y, y1, y2, · · · , yi; a)

=
DYi−1(x, y, y1, y2, · · · , yi−1; a)

DX(x, y; a)
, i = 1, 2, · · · , k,

7
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其中 Y0 = Y(x, y; a)Ǆ

л䶒ᡁԜ㔉ࠪঅњഐਈ䟿઼ nњ㠚ਈ䟿ᤃኅ的ᰐェሿਈᦒǄ

֌用在 (x, u)オ䰤к的অ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ群

x̄i = Xi(x, u; a) = xi + aξi(x, u) + O(a2), i = 1, 2, · · · , n, (2.4a)

ū = U(x, u; a) = u + aη(x, u) + O(a2), (2.4b)

ᴹᰐェሿ⭏ᡀݳ

X = ξi ∗ (x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
.

(2.4)的 k䱦ᔦᤃѪ

x̄i = Xi(x, u; a) = xi + aξi(x, u) + O(a2),

ū = U(x, u; a) = u + aη(x, u) + O(a2),

ūi = Ui(x, u; a) = ui + aη
(1)
i (x, u) + O(a2),

...

ūi1i2···ik = Ui1i2···ik(x, u, ∂u, · · · , ∂ku; a)

= ui1i2···ik + aη
(k)
i1i2···ik

(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) + O(a2),

其中 i = 1, 2, · · · , n, il = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , k; k > 1Ǆᆳ的 k䱦ᰐェሿѪ

ξ(x, u), , η(x, u), , η(1)(x, u, ∂u), · · · , η(k)(x, u, ∂u, · · · , ∂ku),

ф⴨应的 k䱦ᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X(k) = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+ η

(1)
i

∂

∂ui
+ · · ·+ η

(k)
i1i2···ik

∂

∂ui1i2···ik

, k > 1.

定理 2.2 ᤃኅ的ᰐェሿ┑䏣䙂᧘ޣ㌫

η
(1)
i = Di(η)− Di(ξ j)uj, i = 1, 2, · · · , n, (2.5a)

η
(k)
i1i2···ik

= Dik

(
η
(k−1)
i1i2···ik−1

)
− Dik(ξ j)ui1i2···ik−1 j, (2.5b)

其中 il = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , k; k > 2Ǆ
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第三章 偏微分方程的不变性

3.1 对称与微分方程的不变性

ᵜ㢲㔉ࠪҶ对称的ᾲᘥ઼ӻ㓽࡙用ٿᗞ࠶方程нਈᙗ的ᰐェሿ߶ࡉⴤ᧕ሬࠪٿᗞ࠶方程ᡰᤕ

ᴹ的 Lie⛩ਈᦒ群的ᰐェሿ⭏ᡀݳǄ

3.1.1 对称 [4]

ᵜ㢲ሶ䇘䇪ᗞ࠶方程㌫㔏在ਈᦒлഐਈ䟿о㠚ਈ䟿的нਈᙗǄᡁԜỰ傼的Ṩᗳᱟа类⢩↺类

ර的ਈᦒˈ称ѻѪ Lie对称ǄLie对称ᡆ⛩对称׍䎆Ҿ (䙊䗷䘎㔝的৲ᮠ)ሶ方程的⇿њ䀓᱐ሴ਼ࡠ
ањ方程的其Ԇ䀓Ǆ在㔉ࠪ Lie对称的ᇊѹѻࡽˈᡁԜݸ㔉ࠪᗞ࠶方程ԫ᜿类ර的对称的ᴤа㡜ॆ
的ᾲᘥǄ

定义 3.1 ԫ᜿㔉ᇊᗞ࠶方程的对称Ѫሶањ方程的䀓᱐ሴࡠਖањ䀓的ਈᦒǄ

↔а㡜ॆᇊѹ的对称֯ᗇᗞ࠶方程在བྷ䟿的ਈᦒл؍ᤱнਈᙗǄᵾ㔉ࠪ的ԕ⛩ਈᦒᖒᔿ的ਈ

ᦒቡᱟк䘠ᇊѹ的ਈᦒ的а⿽ˈл䶒ᡁԜ㔉ࠪ Lie对称ᡆ⛩对称的᰾⺞ᇊѹ˖

定义 3.2 Lie对称ᱟањ؍ᤱᗞ࠶方程ഐਈ䟿઼㠚ਈ䟿的нਈ的ᰐェሿਈᦒǄ

ᱮ❦ˈᗞ࠶方程的 Lie对称㓴ᡀањ群ˈԫ᜿єњ对称的༽ਸ䘀㇇ሶՊӗ⭏ањᯠ的对称ˈव
ᤜঅսਈᦒˈԫ᜿ањ对称䜭ᆈ在ањ䘶ਈᦒˈ对称的༽ਸ䘀㇇┑䏣㔃ਸᖻǄ

3.1.2 PDE的不变性

俆ݸˈ㘳㲁 k䱦 PDEǄ用

F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 (3.1)

㺘⽪ањ k 䱦 PDEˈ其中 x = (x1, x2, · · · , xn) ᱟ㠚ਈ䟿ˈu 㺘⽪ഐਈ䟿ˈ∂ju 㺘⽪ާᴹ࠶䟿
∂ju

∂xi1 xi2 ···xij
, ij = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , k的඀ḷˈᆳ对应Ҿ u对 x的ᡰᴹ j䱦ٿሬᮠǄ

䇮ṩᦞٷ u的 l䱦ٿሬᮠ的аӋ⢩↺࠶䟿ˈPDE (3.1)ਟԕ߉ᡀਟ䀓ᖒᔿ

F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = ui1i2···il − f (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0,

其中 f (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku)ᒦнᱮᔿൠ׍䎆 ui1i2···ilǄ

定义 3.3 অ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ群

x̄ = X(x, u; a), (3.2a)

ū = U(x, u; a). (3.2b)

ᤱ؍ PDE (3.1)нਈˈণᆳᱟ PDE (3.1)的⛩对称Ǆ

9
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⭡ᇊѹ 3.3ˈṩᦞᰐェሿ⭏ᡀݳԕ及ᇊ⨶ ⨶Ҿᔦᤃᰐェሿˈਟᴹྲл的ᇊޣ2.2 (䈕㢲的࢙л䜘
用䟽༽ᤷḷ㺘⽪≲઼)Ǆˈ࠶

定理 3.1 (PDE的不变性的无穷小原则) Ԕ

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
(3.3)

ᱟ Lieਈᦒ群 (3.2)的ᰐェሿ⭏ᡀݳǄԔ

X(k) = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
+ · · ·+ η

(k)
i1i2···ik

(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku)
∂

∂ui1i2···ik
(3.4)

ᱟ (3.3)的 k䱦ᔦᤃᰐェሿ⭏ᡀݳˈ其中

ξ(x, u) = (ξ1(x, u), ξ2(x, u), · · · , ξn(x, u)), η(x, u).

η
(1)
i ઼ η

(j)
i1i2···ij

, ij = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , k⭡ (2.5)⺞ᇊˈࡉঅ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ (3.2)Ѫ PDE (3.1)
ᡰᤕᴹˈণᱟ PDE (3.1)的⛩对称ˈᖃфӵᖃ

X(k)F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0, 对F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0.

3.2 PDEs的不变性

3.2.1 不变解

㘳㲁 k䱦 PDE (3.1) (k > 2)ˈᆳᤕᴹঅ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ群фᰐェሿ⭏ᡀݳѪ (3.3)Ǆٷ䇮

ξ(x, u) ̸= 0.

定义 3.4 u = Θ(x)ᱟ PDE (3.1)的нਈ䀓ˈф䈕䀓ⓀҾᆳ的ާᴹᰐェሿ⭏ᡀݳ (3.3)的⛩对
称ˈᖃфӵᖃ

1. u = Θ(x)ᱟ (3.3)的нਈᴢ䶒˗
2. u = Θ(x)┑䏣 (3.1)Ǆ

⭡↔ਟ⸕ˈu = Θ(x)ᱟ PDE (3.1)在⛩对称 (3.3)֌用л的нਈ䀓ˈᖃфӵᖃ u = Θ(x)┑䏣
л䶒єњᶑԦ˖

1. X(u − Θ(x)) = 0ˈᖃ u = Θ(x)ˈণ

ξi(x, Θ(x))
∂Θ(x)

∂xi
= η(x, Θ(x)); (3.5)

2. F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0ˈᖃ u = Θ(x)ˈণ

F(x, Θ(x), ∂Θ(x), ∂2Θ(x), · · · , ∂kΘ(x)) = 0.

对ҾⓀҾ⛩对称 (3.3)֌用лнਈᙗᡰᗇࡠ的нਈ䀓ᶕ䈤ˈ方程 (3.5)称Ѫнਈᴢ䶒ᶑԦǄPDEs
的нਈ䀓俆⅑⭡ Lie (1881)ᡰ⹄ウǄᆳԜਟԕ䙊䗷нਈᖒᔿ法઼ⴤ᧕ԓޕ法ᶕ⺞ᇊ (䈖㿱 [14])Ǆ
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3.2.2 k阶 PDE对称的确定方程

㘳㲁 k䱦 PDE (k > 2, l 6 k)

ui1i2···il = f (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku), (3.6)

其中 f (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku)нᱮᔿൠ׍䎆 ui1i2···ilˈṩᦞᇊ⨶ 3.1ਟ⸕ˈPDE (3.6)ᤕᴹঅ৲ᮠ Lie
⛩ਈᦒ群фᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
, (3.7)

ᆳ的 k䱦ᔦᤃѪ (3.4)ˈᖃфӵᖃ ξ(x, u), η(x, u)┑䏣对称⺞ᇊ方程

η
(l)
i1i2···il

= ξ
∂ f
∂xj

+ η
∂ f
∂u

+ η
(1)
j

∂ f
∂uj

+ · · ·+ η
(k)
j1 j2···jk

∂ f
∂uj1 j2···jk

(3.8)

3.3 三次发展方程的 Lie对称群

3.3.1 三次发展方程与无穷小变换

ᡁԜ用ޜᔿ㺘⽪ٿᗞ࠶方程对称群的ᇊѹˈ㘳㲁й⅑ਁኅ方程

ut = F(t, x, u, ux, uxx, uxxx), ∂F/∂uxxx ̸= 0. (3.9)

䛓Ѹ其ᡰ对应的অ৲ᮠ Lie⛩ਈᦒ群 Gਟ⭡ (3.2)ਟާփ߉֌

t̄ = T(t, x, u; a),

x̄ = X(t, x, u; a),

ū = U(t, x, u; a),

(3.10)

定义 3.5 ྲ᷌方程 (3.9)在ᯠਈ䟿 t̄, x̄, ūлᴹ⴨਼的ᖒᔿˈণ

ūt̄ = F(t̄, x̄, ū, ūx̄, ūx̄x̄, ūx̄x̄x̄) (3.11)

其中方程 F઼方程 (3.9)ᱟ⴨਼的ˈ䛓Ѹਈᦒ的অ৲ᮠ群 G称Ѫ㻛方程 (3.9)ᇩ䇨ˈ਼ᰦ Gҏ称Ѫ
方程 (3.9)的ањ对称群Ǆ

对称群 G的ᶴᡀ઼ᆳ的ᰐェሿਈᦒ

t̄ ≈ t + aτ(t, x, u), x̄ ≈ x + aξ(t, x, u), ū ≈ u + aη(t, x, u). (3.12)

的ߣᇊᱟㅹԧ的ˈкᔿᱟ⭡ (3.10)䙊䗷⌠ं㓗ᮠ对群㌫ᮠ aኅᔰᒦਚ؍⮉对 a的㓯ᙗᖒᔿᗇࡠ的Ǆ
ᰐェሿਈᦒ (3.12)ᨀ׋Ҷ群 G的⭏ᡀݳˈণᗞ࠶㇇ᆀ

X = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (3.13)

应用Ҿԫ᜿ਟᗞ࠭ᮠ J(t, x, u)ᒦ߉Ѫᖒᔿ

X(J) = τ(t, x, u)
∂J
∂t

+ ξ(t, x, u)
∂J
∂x

+ η(t, x, u)
∂J
∂u

.

11
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⭏ᡀݳ (3.12)称Ѫ方程 (3.9)的ањᰐェሿ对称ᇩ䇨㇇ᆀǄ

对应㇇ᆀ (3.13)的ਈᦒ群 (3.10)ਟԕ䙊䗷䀓ᵾ方程
dt̄
da

= τ(t̄, x̄, ū),
dx̄
da

= ξ(t̄, x̄, ū),
dū
da

= η(t̄, x̄, ū)

≲ᗇǄ其٬ࡍᶑԦѪ

t̄ |a=0 = t, x̄ |a=0 = x, ū |a=0 = u,

3.3.2 三次发展方程的延拓无穷小

л䶒ᡁԜ≲方程 (3.11)中的 ūt̄, ūx̄, ūx̄x̄ [2]Ǆ俆ݸ䴰㾱⺞ᇊаӋሬᮠ的ޣ㌫ᔿ ∂x
∂x̄ , ∂t

∂x̄ , ∂x
∂t̄ , ∂t

∂t̄Ǆሶ

ਈᦒ

t̄ = t + aτ(t, x, u) + O(a2), (3.14a)

x̄ = x + aξ(t, x, u) + O(a2), (3.14b)

ū = u + aη(t, x, u) + O(a2), (3.14c)

的 (3.14a)઼ (3.14b)的єㄟ࡛࠶对 x̄≲ሬᮠˈᗇࡠ

0 =
∂t
∂x̄

+ a
[

Dx(τ)
∂x
∂x̄

+ Dt(τ)
∂t
∂x̄

]
+ O(a2),

1 =
∂x
∂x̄

+ a
[

Dx(ξ)
∂x
∂x̄

+ Dt(ξ)
∂t
∂x̄

]
+ O(a2).

(3.15)

ሶкᔿ (3.15)ⴻᡀޣҾ ∂t
∂x̄ ઼

∂x
∂x̄ 的方程㓴ˈᮤ⨶ਾ⭡ Cramer法ࡉᗇ

∂x
∂x̄

=
1 + aDt(τ) + O(a2)

[1 + aDt(τ)] [1 + aDx(ξ)]− a2Dx(τ)Dt(ξ) + O(a2)
=

1 + aDt(τ) + O(a2)

1 + a [Dt(τ) + Dx(ξ)] + O(a2)
,

∂t
∂x̄

=
−aDx(τ) + O(a2)

[1 + aDt(τ)] [1 + aDx(ξ)]− a2Dx(τ)Dt(ξ) + O(a2)
=

−aDx(τ) + O(a2)

1 + a [Dt(τ) + Dx(ξ)] + O(a2)
.

࡙用几օ㓗ᮠ 1
1−x = 1 − x + x2 − · · · , |x| < 1ˈሶкᔿኅᔰˈᗇ

∂x
∂x̄

=
[
1 + aDt(τ) + O(a2)

] {
1 − a [Dt(τ) + Dx(ξ)] + O(a2)

}
= 1 − aDx(ξ) + O(a2),

∂t
∂x̄

=
[
−aDx(τ) + O(a2)

] {
1 − a [Dt(τ) + Dx(ξ)] + O(a2)

}
= −aDx(τ) + O(a2).

(3.16)

ሶ޽ˈ⨶਼ (3.14a)઼ (3.14b)的єㄟ࡛࠶对 t̄≲ሬᮠˈ᤹➗к䶒的↕僔ਟԕᗇࡠ

∂t
∂t̄

= 1 − aDt(τ) + O(a2),

∂x
∂t̄

= −aDt(ξ) + O(a2).
(3.17)

❦ਾ≲ ū(t̄, x̄)ޣҾ t̄, x̄的਴䱦ሬᮠǄ

12
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ሬᮠٿа䱦≳ݸ ∂ū
∂t̄ , ∂ū

∂x̄ ˈ⭡ (3.14c)઼к䶒几њሬᮠ㔃᷌ (3.16)ˈ(3.17)ਟԕᗇࡠ

∂ū
∂t̄

=
∂ū
∂t

∂t
∂t̄

+
∂ū
∂x

∂x
∂t̄

= Dt(u + aη)[1 − aDt(τ)] + Dx(u + aη)[−aDt(ξ)] + O(a2)

= ut + a[Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ)] + O(a2)

∂ū
∂x̄

=
∂ū
∂x

∂x
∂x̄

+
∂ū
∂t

∂t
∂x̄

= Dx(u + aη)[1 − aDx(ξ)] + Dt(u + aη)[−aDx(τ)] + O(a2)

= ux + a[Dx(η)− uxDx(ξ)− utDx(τ)] + O(a2)

(3.18)

䇠 κ1 = Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ), ζ1 = Dx(η)− uxDx(ξ)− utDx(τ)ࡉ (3.18)ਟㆰ߉Ѫ
∂ū
∂t̄

= ut + aκ1 + O(a2),

∂ū
∂x̄

= ux + aζ1 + O(a2).

᧕лᶕ≲ ū(t̄, x̄)的Ҽ䱦ٿሬᮠˈ㘳㲁ࡠ xо t的ㅹԧᙗˈл䶒的ٿሬᮠ䘀㇇ԕ xѪֻˈ

∂2ū
∂x̄2 =

∂

∂x̄

(
∂ū
∂x̄

)
=

∂

∂x

(
∂ū
∂x̄

)
∂x
∂x̄

+
∂

∂t

(
∂ū
∂x̄

)
∂t
∂x̄

= Dx(ūx̄)[1 − aDx(ξ)] + Dt(ūt̄)[−aDx(τ)] + O(a2)

= Dx(ux + aζ1)[1 − aDx(ξ)] + Dt(ux + aζ1)[−aDx(τ)] + O(a2)

= uxx + a[Dx(ζ1)− uxxDx(ξ)− uxtDx(τ)] + O(a2)

(3.19)

਼䇠 ζ2 = Dx(ζ1)− uxxDx(ξ)− uxtDx(τ)ࡉ (3.19)ㆰ߉Ѫ

∂2ū
∂x̄2 = uxx + aζ2 + O(a2)

ṩᦞԕк的䘀㇇的㿴ᖻˈᡁԜ࡙用ᮠᆖᖂ㓣法ᶕ≲䀓 ū(t̄, x̄)ޣҾ x̄的ㅜ n + 1䱦ٿሬᮠˈٷݸ䇮
ū(t̄, x̄)ᴹޣҾ x̄的ㅜ n䱦ٿሬᮠ

∂nū
∂x̄n =

∂nu
∂xn + aζn + O(a2) =

∂nu
∂xn + a[Dx(ζn−1)−

∂n

∂xn Dx(ξ)−
∂

∂t
∂n−1u
∂xn−1 Dx(τ)] + O(a2)

᧕лᶕⴻ其ޣҾ x̄ㅜ n + 1䱦ٿሬᮠ

∂n+1ū
∂x̄n+1 =

∂

∂x̄

(
∂nū
∂x̄n

)
=

∂

∂x

(
∂nū
∂x̄n

)
∂x
∂x̄

+
∂

∂t

(
∂nū
∂x̄n

)
∂t
∂x̄

= Dx

(
∂nu
∂xn + aζn

)
[1 − aDx(ξ)] + Dt

(
∂nu
∂xn + aζn

)
[−aDx(τ)] + O(a2)

=
∂n+1u
∂xn+1 + a[Dx(ζn)−

∂n+1

∂xn+1 Dx(ξ)−
∂

∂t
∂nu
∂xn Dx(τ)] + O(a2)

=
∂n+1u
∂xn+1 + aζn+1 + O(a2)

(3.20)

13
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਼⨶ਟᗇ ū(t̄, x̄)ޣҾ x̄的ㅜ n + 1䱦ٿሬᮠྲл

∂n+1ū
∂t̄n+1 =

∂n+1u
∂tn+1 + a[Dt(κn)−

∂n+1

∂tn+1 Dt(τ)−
∂

∂x
∂nu
∂tn Dt(ξ)] + O(a2)

=
∂n+1u
∂tn+1 + aκn+1 + O(a2)

(3.21)

ഐ↔ˈ⭡ (3.20)઼ (3.21)ਟԕ㧧ᗇ ū(t̄, x̄)਴䱦ٿሬᮠ的ᰐェሿᖒᔿ

ūx̄ ≈ux + aζ1(t, x, u, ut, ux),

ūx̄x̄ ≈uxx + aζ2(t, x, u, ut, ux, uxt, uxx),
...

∂nū
∂x̄n ≈∂nu

∂xn + aζn(t, x, u, ut, ux, · · · )

ūt̄ ≈ut + aκ1(t, x, u, ut, ux),

ūt̄t̄ ≈utt + aκ2(t, x, u, ut, ux, utx, utt),
...

∂nū
∂t̄n ≈∂nu

∂tn + aκn(t, x, u, ut, ux, · · · )

(3.22)

其中 ζ1, ζ2, · · · , ζn, κ1, κ2, · · · , κn ⭡л䶒的ᔦᤃޜᔿߣᇊ˖

ζ1 = Dx(η)− uxDx(ξ)− utDx(τ),

ζ2 = Dx(ζ1)− uxxDx(ξ)− uxtDx(τ),
...

ζn = Dx(ζn−1)−
∂nu
∂xn Dx(ξ)−

∂

∂t
∂n−1u
∂xn−1 Dx(τ).

κ1 = Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ),

κ2 = Dt(κ1)− uttDt(τ)− utxDt(ξ),
...

κn = Dt(κn−1)−
∂nu
∂tn Dt(τ)−

∂

∂x
∂n−1u
∂tn−1 Dt(ξ).

(3.23)

ᒦф Dt ઼ Dx ᱟޣҾ t઼ x的ޘᗞ࠶˖

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ uxt

∂

∂ux
+ uttt

∂

∂utt
+ uxtt

∂

∂uxt
+ uxxt

∂

∂uxx
+ · · · ,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ utx

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
+ uttx

∂

∂utt
+ uxtx

∂

∂uxt
+ uxxx

∂

∂uxx
+ · · · .

3.3.3 三次发展方程的确定方程

ᢺ (3.12)઼ (3.22)ԓޕ方程 (3.11)ᗇࡠ

ūt̄ − F(t̄, x̄, ū, ūx̄, ūx̄x̄, ūx̄x̄x̄) ≈ ut − F(t, x, u, ux, uxx, uxxx)

+ a
(

κ1 −
∂F

∂uxxx
ζ3 −

∂F
∂uxx

ζ2 −
∂F
∂ux

ζ1 −
∂F
∂u

η − ∂F
∂x

ξ − ∂F
∂t

τ

)
.
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ഐ↔ˈ⭡方程 (3.9)ˈ方程 (3.11)ਈѪ

κ1 −
∂F

∂uxxx
ζ3 −

∂F
∂uxx

ζ2 −
∂F
∂ux

ζ1 −
∂F
∂u

η − ∂F
∂x

ξ − ∂F
∂t

τ = 0, (3.24)

其中 ut Ҿޣ⭡ κ1, ζ1, ζ2, ζ3的 F(t, x, u, ux, uxx, uxxx)ਆԓǄ

方程 (3.24)ᇊѹҶ方程 (3.11)的ᡰᴹᰐェሿ对称ǄᆳԜ称Ѫ⺞ᇊ方程Ǆ䙊ᑨਟԕ用㕙߉ᖒᔿ

X [ut − F(t, x, u, ut, ux, uxx, uxxx)] = 0,

其中 X㺘⽪㇇ᆀ (3.13)㠣а䱦ǃҼ䱦઼й䱦ᗞ࠶的ᔦᤃ˖

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ κ1

∂

∂ut
+ ζ1

∂

∂ux
+ ζ2

∂

∂uxx
+ ζ3

∂

∂uxxx
.

⺞ᇊ方程 (3.24)ᱟањޣҾᵚ⸕࠭ᮠ τ(t, x, u), ξ(t, x, u), η(t, x, u)的Ҽ䱦㓯ᙗ喀⅑ٿᗞ࠶方程Ǆ

3.4 简化确定方程求解过程计算的定理

对Ҿབྷ䟿的 PDE (3.1)ˈ在ᔪ・઼≲䀓ᰐェሿ ξ(x, u), η(x, u)的⺞ᇊ方程ᰦˈ⺞ᇊ方程 (3.24)ᡆ
(3.8)对 x, u, ∂u, ∂2, · · · , ∂kuㅹ㠚ਈ䟿ᱟㅹ਼的ˈᡰԕਟሶ⺞ᇊ方程࠶䀓Ѫањ䎵ᇊ方程㓴Ǆቭ㇑
≲䀓䘉њ方程㓴ቡਟԕᗇࡠᱮᔿ䀓ˈն䇑㇇䗷程⴨ᖃ༽ᵲǄഐ↔ˈ䴰ُࣙл䶒的几њ㔃䇪ᶕㆰॆ

⺞ᇊ方程˖

引理 3.1 对Ҿ方程 (3.9)ˈ对称ਈᦒ (3.10)ᴹᖒᔿ

t̄ = f (t, a), x̄ = g(t, x, u, a), ū = h(t, x, u, a),

䘉ṧ᜿ણ⵰ਟԕ᢮ࡠᰐェሿ对称的ᖒᔿ

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (3.25)

证明 ᡁԜ᥁䘹ࠪ (3.24)中वਜ਼ utx 的亩ǄӾᔦᤃ方程 (3.23)ਟԕⴻࠪਚᴹ ζ2, ζ3 वਜ਼࡛࠶

utx, utxx ˈণᆳԜ的亩 utxDx(τ), utxxDx(τ)ǄഐѪ方程 (3.24)对Ҿ t, x, u, ux, uxx, utx, utxx, uxxx 䜭ᡀ

・ˈᡁԜᴹ Dx(τ) ≡ τx + uxτu = 0Ǆഐ↔ τx = τu = 0ˈণ τ = τ(t)ˈᒦф㇇ᆀ (3.13)ᴹ (3.25)的
ᖒᔿǄ

定理 3.2 䇮ٷ k > 䇮ٷˈ2 PDE (3.6)ᱟ喀⅑㓯ᙗ PDEˈᆳᤕᴹ Lie⛩ਈᦒ群фᰐェሿ⭏ᡀݳ
ᴹࡉˈ(3.7)

∂ξi

∂u
= 0, i = 2, · · · , n,

∂2η

∂u2 = 0. (3.26)
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第四章 几类方程及利用 Lie对称方法求解

ⴞࡽˈ在⧠ԓᮠᆖ⢙⨶࠶᭟ԕ及其Ԇᆖ、中ˈ䎺ᶕ䎺ཊ的䰞仈൷䟷用ਸ䘲的䶎㓯ᙗ⁑රᶕ᧿

䘠 [34]Ǆഐ↔ˈ䟷用н਼的方法≲䀓䶎㓯ᙗᆖ、中的䶎㓯ᙗਁኅ方程的ᱮ⽪䀓઼㋮⺞䀓 (ቔ其ᱟ
ᆔ⌒䀓)ॱ࠶䟽㾱фᖸᴹᗵ㾱Ǆ䘉Ӌ方法वᤜնн䲀Ҿ喀⅑ᒣ㺑法 (Homogeneous Balance Method)ˈ
tanh࠭ᮠ法ˈsech࠭ᮠ法ˈ↓։ᕖ法ˈ䈅傼࠭ᮠ法 (trial function method)ˈ䳵ਟ∄Ὕശ࠭ᮠ法ˈ᱐
ሴ法ㅹㅹǄ❦㘼ˈԕкᡰᴹ的方法ᒦн䜭㜭ⴤ᧕ᴹ᭸ൠ≲䀓ᡰᴹ类ර的䶎㓯ᙗਁኅ方程Ǆᵜㄐሶ

ӻ㓽йњ在⢙⨶䶎㓯ᙗਁኅ方程方䶒ᒯѪӪ⸕的方程˖Burgers方程ˈKdV方程઼ KdV-Burgers方
程及其ᒯѹ的ᖒᔿǄ䘉几њ方程нӵⓀҾⵏᇎ的⢙⨶⧠䊑ˈ਼ᰦҏ㻛ᒯ⌋用Ҿ䇨ཊ⢙⨶亶ฏˈྲ

ㅹ⿫ᆀփ⢙⨶ˈ⍱փࣘ࣋ᆖˈᲦṬ⨶䇪 (Crystal Lattice Theory)ˈ䶎㓯ᙗ⭥⍱⨶䇪ˈཙփ⢙⨶Ǆ䲿
ਾˈᵜ᮷ሶ Lie对称方法≲䀓䘉йњ方程ԕ及其᧘ᒯਾ的方程Ǆ

4.1 Lie对称方法解法简介

用 Lie对称群方法≲䀓ᗞ࠶方程的ѫ㾱↕僔ྲമ 1ᡰ⽪Ǆ

३ސӣڳઆङҞࡌ͹োؔ੽׷ڐ

ҫۨࣿش॰ޗեङܢڍ३ސ३ͫোؔސ۱োङ݇߿

ઋ঑ސ३ङेؔސ३ङڔڥ

ઋ঑ސ३ङޗ॰ش୏ङ੮ଇڔ

३Иސ୏їҵӱेؔش॰ޗ३չސر

Ծ ut ாࢃ३ИͫސїҵӱЇଚेؔڔut ङ੮ଇ ر

এԗЇଚ੮ଇڱͫڔӱҼй ŮͫŨͫš ङ૝ؔސ३ু 

३ুސઆ૝ؔࡌ

ৈߘ͹ڱӱ㬮ث०৩

മ 1: 䘀用ᵾ对称群方法≲䀓ᗞ࠶方程
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4.2 Burgers方程

4.2.1 Burgers方程简介

Burgers方程㻛䇔Ѫᱟ⍱փ࣋ᆖ中ᴰส⹰的⁑ර方程ѻаˈ䈕方程᧿䘠的ᱟ㙖ਸ的ᢙᮓо对⍱
䗷程 [33, 16]Ǆ

Burgers方程的ḷ߶ᖒᔿྲл˖

ut = uux + νuxx, t > 0

其中 νᱟᑨᮠˈ䈕ᑨᮠᇊѹ的ᱟࣘ࣋㋈ᙗᤷᮠˈ其ਈ䟿 xᱟԕ༠⌒䙏ᓖ〫ࣘ的඀ḷˈᒦ䇮ഐਈ䟿 u
ԓ㺘䙏ᓖ⌒ࣘǄ㤕㋈ᙗᤷᮠ ν = 方程Ѫ䶎㋈ᙗࡉˈ0 Burgers方程ˈ其㺘⽪≄փࣘ࣋ᆖ的⣦ᘱǄ䶎
㋈ᙗ Burgers方程ᱟ⍱փ࣋ᆖ中㔃ਸᢙᮓо对⍱的ٿᗞ࠶方程中ᖒᔿᴰㆰঅ的ањǄ䈕方程ᱟ J.M.
Burgers在᮷⥞ [9]中᧿䘠ഐ对⍱оᢙᮓ的৽֌用ᕅ䎧的㇑䚃中␧⊼⍱փ的⢩ᖱᰦᕅޕˈ਼ᰦ䈕方
程ҏਟ用Ҿ᧿䘠ᙚ⌒ˈӔ䙊⍱ˈ༠ᆖՐ᫝㔃ᶴ (䶎㓯ᙗ༠ᆖ亶ฏ)Ǆֻྲˈᆳ㻛用Ҿ䶎ᒣ䶒ࠫߢ⌒
的ᖒᡀ઼㺠ਈ的ᔪ⁑ǄⴞࡽѪ→ˈབྷ䟿ޣҾ Burgers方程的⹄ウ↓在䘋㹼ˈṩᦞ⧠ᴹ的⹄ウᡀ᷌ˈ
ਟԕ䙊䗷н਼的方法ᗇࡠ㤕ᒢњ㋮⺞䀓Ǆ

在 Burgers方程䟼的㌫ᮠν㓿ᑨ㻛䇔ѪᱟᑨᮠǄ❦㘼ˈᇎ䱵кˈᆳᱟޣҾᰦ䰤的࠭ᮠˈഐ↔⹄

ウྲлᒯѹ Burgers方程ᱟᴤᴹ᜿ѹ的 [16]˖

ut = uux + ν(t)uxx.

Burgers方程在其Ԇ᮷⥞中ਟ㿱的ᖒᔿ䘈ᴹ
ut + uux = νuxx, t > 0,

ut + uux − νuxx = 0,

ut + uux = αuxx.

ԕлѪਈᖒ的 Burgers方程 (modified Burgers Equation, mBurgers)ˈ

ut = unux + νuxx, n = 1, 2, · · · , ν = const, t > 0 (4.1)

ᖃ n = 1ᰦˈкᔿণѪ Burgers方程Ǆ

4.2.2 mBurgers方程的求解

л䶒ᡁԜԕ≲䀓 mBurgers方程 (4.1)Ѫֻˈᶕ䱀䘠用 Lie对称方法≲䀓ٿᗞ࠶方程的↕僔Ǆ

⭡ᇊ⨶ 3.1ਟ⸕ˈmBurgers方程 (4.1)的⛩对称ᤕᴹᖒྲ (3.3)的ᰐェሿ⭏ᡀݳ˖

X = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
.

其Ҽ䱦ᔦᤃᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X(2) = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
+ κ1(t, x, u, ut, ux)

∂

∂ut

+ ζ1(t, x, u, ut, ux)
∂

∂ux
+ ζ2(t, x, u, ut, ux, uxt, uxx)

∂

∂uxx

17
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其中 κ1, ζ1, ζ2⭡ (3.23)㔉ᇊǄ

⭡对称⺞ᇊ方程 (3.8)ਟᗇˈmBurgers方程 (4.1)的⺞ᇊ方程ᖒᔿѪ

κ1 − ζ1un − νζ2 − ηnun−1ux = 0 (4.2)

ሶ (A.1)ԓࡠޕкᔿ (4.2)ᗇ

−uxunηu − nuxun−1η + u2
xunξu + uxunξx + uxutunτu + utunτx − unηx − νuxxηu

− νu2
xηuu − 2νuxηxu + utηu + 3νuxuxxξu + νu3

xξuu + 2νuxxξx + 2νu2
xξxu

+ νuxξxx + νuxxutτu + 2νuxutxτu + νu2
xutτuu + 2νutxτx + 2νuxutτxu

+ νutτxx − uxutξu − uxξt − u2
t τu − utτt − νηxx + ηt = 0

ሶ޽ (4.1)ԓࡠޕкᔿ中⎸৫ ut 亩ᒦਸᒦ਼类亩ᗇ

u2
x(2νunτxu + ν2uxxτuu − νηuu + 2νξxu) + ux(−nun−1η + νunτxx + unξx − unτt

+ u2nτx + uxx(2ν2τxu + 2νξu) + 2νutxτu − 2νηxu + νξxx − ξt)

+ uxx(νunτx + ν2τxx + 2νξx − ντt) + u3
x(νunτuu + νξuu)

+ un(−ηx) + 2νutxτx − νηxx + ηt = 0

⌘᜿ࡠкᔿӽ❦⴨ᖃ༽ᵲˈѪҶㆰॆ䇑㇇ˈ࡙用 Lie的⹄ウᡀ᷌ˈਟṩᦞᕅ⨶ 3.1ਟᗇ τ(t, x, u) =
τ(t)ˈҾᱟкᔿਟㆰॆѪ

ux(−nun−1η + unξx − τ′un + 2νuxxξu − 2νηxu + νξxx − ξt) + un(−ηx)

+ u2
x(2νξxu − νηuu) + uxx(2νξx − ντ′) + νu3

xξuu − νηxx + ηt = 0
(4.3)

对称⺞ᇊ方程 (4.3)对Ҿ x, t, u, ux, ut, uxx, uxxx 的ᡰᴹ的аᇊᡀ・Ǆഐ㘼ˈԔ uxxx, uxx, ux, u的㌫ᮠ
Ѫ䴦ˈ㧧ᗇԕлޣҾ τ, ξ, η的䎵ᇊ方程㓴˖

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − 2νηxu + νξxx − ξt = 0 (4.4a)

u2
x : 2νξxu − νηuu = 0 (4.4b)

u3
x : νξuu = 0 (4.4c)

uxuxx : 2νξu = 0 (4.4d)

uxx : − ντ′ + 2νξx = 0 (4.4e)

ᑨᮠ亩 : − ηxun − νηxx + ηt = 0 (4.4f)

⭡ (4.4e)ਟᗇ ξx = 1
2 τ′ˈഐ↔ˈ(4.4b)ᔿॆѪ 2ν · 0 − νηuu = 0 ⇒ ηuu = 0ˈҾᱟ䎵ᇊ方程㓴 (4.4)

ਟㆰॆѪ˖

uxuxx : ξu = 0 (4.5a)

uxx : ξx =
τ′

2
(4.5b)

u2
x : ηuu = 0 (4.5c)

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − 2νηxu − ξt = 0 (4.5d)

ᑨᮠ亩 : − ηxun − νηxx + ηt = 0 (4.5e)

18
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⭡ (4.5a)ǃ(4.5b)઼ (4.5c)ਟ⸕ˈξ = ξ(t, x)ˈηu = ηu(t, x)ˈᡰԕ࡛࠶䇮

ξ =
1
2

τ′(t)x + p(t) (4.6a)

η = σ(t, x)u + λ(t, x) (4.6b)

ሶᔿ (4.6)ԓޕ (4.5d)઼ (4.5e)ˈᮤ⨶ਾᗇ − un(nσ +
1
2

τ′)− nun−1λ − 2νσx −
1
2

τ′′x − p′ = 0

− un+1σx − λxun − ν(σxxu + λxx) + σtu + λt = 0
(4.7)

ᛵᖒ 1 ᖃ n = 1ᰦǄ кᔿ (4.7)ਈѪ

− u(σ +
1
2

τ′)− (λ + 2νσx +
1
2

τ′′x + p′) = 0 (4.8a)

− u2σx − λxu − ν(σxxu + λxx) + σtu + λt = 0 (4.8b)

⭡ (4.8a)䀓ᗇ

σ = −1
2

τ′

λ = −1
2

τ′′x − p′
(4.9)

ሶкᔿ (4.9)ԓࡠޕ (4.8b)ᗇ − 1
2 τ′′′x − p′′ = Ԕ޽ˈ0 τ′′′(t) = 0, p′′(t) = 0ਟԕ≲ᗇ

τ = C1t2 + C2t + C3

p = C4t + C5
⇒

σ = −C1t − 1
2

C2

λ = −C1x − C4

⇒

τ = C1t2 + C2t + C3

ξ = C1tx + C2x + C4t + C5

η = −(C1t − 1
2

C2)u − C1x − C4

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
− ∂

∂u
,

X4 = t2 ∂

∂t
+ xt

∂

∂x
− (ut + x)

∂

∂u
, X5 = 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
− u

∂

∂u
.

ᛵᖒ 2 ᖃ n > 2ᰦǄ ਟԕ䀓ᗇ

σ = − 1
2n

τ′(t)

λ = 0

τ′′ = 0

p′ = 0

⇒
τ = C1t + C2

p = C3
⇒

σ = − 1
2n

C1

λ = 0
⇒

τ = C1t + C2

ξ =
1
2

C1x + C3

η = − 1
2n

C1u

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂t
+

x
2

∂

∂x
− u

2n
∂

∂u
.

19



⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

4.3 KdV方程

4.3.1 Korteweg-de Vries (KdV)方程简介

KdV 方程ᱟ᧿䘠⍵≤⌒㺘䶒的⁑රˈ֌Ѫ㋮⺞ਟ䀓的⁑ර的৏රֻᆀǄ其⢩↺ѻ༴在Ҿˈ
֌Ѫ䶎㓯ᙗٿᗞ࠶方程ˈᆳ的䀓ਟԕ㻛㋮⺞ᡆ᰾⺞㺘⽪ˈKdV 方程ਟ䙊䗷䘶ᮓ⛩ਈᦒ (Inverse
Scattering Transform)ᗇࡠ䀓ǄKdV方程ᡰ㮤ਜ਼的ᮠᆖ⨶䇪⧠↓ᱟањ㻛ᒯ⌋⹄ウ的✝䰘䈍仈ˈֻ
ྲ [16]䈕方程ᑨᑨ㻛用Ҿ᧿䘠䙊䚃䟼䮯≤⌒的Ր᫝ǄKdV方程ᴰࡍ⭡ BoussinesqҾ 1877ᒤᕅࠪ
[2]ˈⴤࡠ 1895ᒤ㻛㦧ޠ㪇਽ᮠᆖᇦ Korteweg (、⢩㔤Ṭ)઼Ԇ的ᆖ⭏ G.de Vries (ᗧ֋㍟ᯟ)在⹄ウ
⍵≤⌒的䘀ࣘᰦ䟽ᯠਁ⧠Ǆ

ut ± 6uux + uxxx = 0.

KdV方程ᴹྲлᴤа㡜的ᖒᔿ

ut + auux + buxxx = 0, (4.10)

其中 u = u(t, x)ᱟࣘ࣋ᆖ䟿ˈ㘼 a઼ bᱟнѪ䴦的ᑨᮠǄᡁԜਟԕ䙊䗷ḷᓖਈᦒ֯ uxxx 亩ᡆ uux

亩ࡽ䶒的㌫ᮠᴹᑨᮠؽ的᭩ਈǄֻྲˈਈᦒ x → b1/3xˈሶ (4.10)ਈѪ

ut + ab1/3uux + uxxx = 0,

ਈᦒ t → −tˈ৸ሶк䘠方程ਈᦒѪ

ut − ab1/3uux − uxxx = 0,

ਈᦒ u → a−1b1/3uˈ৸ሶк䘠方程ਈᦒѪ

ut − uux − µuxxx = 0,

KdV方程ᑨ㿱的ᖒᔿ䘈ᴹ 

ut + 6uux + uxxx = 0,

ut − 6uux + uxxx = 0,

ut + uux + uxxx = 0,

ut + uux + βuxxx = 0

ㅹㅹǄ

䟽㾱的ᱟˈḷᓖਈᦒᒦн᭩ਈ方程的สᵜᙗ䍘Ǆ

ԕл᧘ᒯᗇࡠ的ᒯѹ的 KdV方程 (Generalized KdV Equation, GKdV)ˈ

ut = unux + µuxxx, n = 1, 2, · · · , t > 0 (4.11)

਼ṧᇩ᱃ਁ⧠ˈᖃ n = 1ᰦˈкᔿণѪ KdV方程Ǆ

4.3.2 GKdV方程的求解

GKdV方程 (4.11)的≲䀓о mBurgers方程 (4.1)的≲䀓类լǄ
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⭡ᇊ⨶ 3.1ਟ⸕ˈGKdV方程 (4.11)的⛩对称ᤕᴹᖒྲ (3.3)的ᰐェሿ⭏ᡀݳ˖

X = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
.

其й䱦ᔦᤃᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X(2) = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. + κ1(t, x, u, ut, ux)

∂

∂ut

+ ζ1(t, x, u, ut, ux)
∂

∂ux
+ ζ3(t, x, u, ut, ux, uxt, uxx, uxxt, uxxx)

∂

∂uxxx

其中 κ1, ζ1, ζ3⭡ (3.23)㔉ᇊǄ

⭡⺞ᇊ方程 (3.24)ਟᗇˈGKdV方程 (4.11)的⺞ᇊ方程ᖒᔿѪ

κ1 − ζ1un − µζ3 − ηnun−1ux = 0 (4.12)

ሶ (A.1)ԓࡠޕкᔿ (4.12)ᗇ

−nηuxun−1 − uxηuun + u2
xξuun + uxutτuun − ηxun + uxξxun + utτxun − µuxxxηu

+ utηu + 3µu2
xxξu + 4µuxuxxxξu − uxutξu − u2

t τu + µuxxxutτu

+ 3µuxxutxτu + 3µuxutxxτu − 3µuxuxxηuu + 6µu2
xuxxξuu

+ 3µuxuxxutτuu + 3µu2
xutxτuu − µu3

xηuuu + µu4
xξuuu + µu3

xutτuuu

+ 3µuxxxξx + 3µutxxτx − 3µuxxηxu + 9µuxuxxξxu + 3µuxxutτxu

+ 6µuxutxτxu − 3µu2
xηxuu + 3µu3

xξxuu + 3µu2
xutτxuu + 3µuxxξxx

+ 3µutxτxx − 3µuxηxxu + 3µu2
xξxxu + 3µuxutτxxu − µηxxx + µuxξxxx

+ µutτxxx + ηt − uxξt − utτt = 0

ሶ޽ (4.11)ԓࡠޕкᔿ中⎸৫ ut 亩ᒦਸᒦ਼类亩ᗇ

u3
x(3µunτxuu + µ2uxxxτuuu − µηuuu + 3µξxuu) + u2

x(uxx(3µunτuu + 6µξuu)

+ 3µunτxxu + 3µ2uxxxτxuu + 3µutxτuu − 3µηxuu + 3µξxxu)

+ ux(uxx(3µunτxu + 3µ2uxxxτuu − 3µηuu + 9µξxu)− nun−1η + µunτxxx

+ unξx − unτt + u2nτx + uxxx(3µ2τxxu + 3µξu) + 3µutxxτu + 6µutxτxu

− 3µηxxu + µξxxx − ξt) + uxxx(µunτx + µ2τxxx + 3µξx − µτt)

+ u4
x(µunτuuu + µξuuu) + uxx(3µ2uxxxτxu + 3µutxτu − 3µηxu + 3µξxx)

+ un(−ηx) + 3µu2
xxξu + 3µutxxτx + 3µutxτxx − µηxxx + ηt = 0

⌘᜿ࡠкᔿӽ❦⴨ᖃ༽ᵲˈѪҶㆰॆ䇑㇇ˈ࡙用 Lie的⹄ウᡀ᷌ˈਟṩᦞᕅ⨶ 3.1ਟᗇ τ(t, x, u) =
τ(t)ˈҾᱟкᔿਟㆰॆѪ

−ηxun + 3µu2
xxξu + µu4

xξuuu + uxxx(3µξx − µτ′) + u3
x(3µξxuu − µηuuu)

+ uxx(3µξxx − 3µηxu) + u2
x(6µuxxξuu − 3µηxuu + 3µξxxu)

+ ux(−nηun−1 − τ′un + ξxun + 3µuxxxξu − 3µηxxu + µξxxx − ξt)

+ uxuxx(9µξxu − 3µηuu)− µηxxx + ηt = 0
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对称⺞ᇊ方程 (4.3.2)对Ҿ x, t, u, ux, ut, uxx, uxxx 的ᡰᴹ的аᇊᡀ・Ǆഐ㘼ˈԔ uxxx, uxx, ux, u的㌫
ᮠѪ䴦ˈ㧧ᗇԕлޣҾ τ, ξ, η的䎵ᇊ方程㓴˖

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − 3µηxxu + µξxxx − ξt = 0 (4.13a)

u2
x : − 3µηxuu + 3µξxxu = 0 (4.13b)

u3
x : 3µξxuu − µηuuu = 0 (4.13c)

u4
x : µξuuu = 0 (4.13d)

uxuxxx : 3µξu = 0 (4.13e)

u2
xuxx : 6µξuu = 0 (4.13f)

uxuxx : 9µξxu − 3µηuu = 0 (4.13g)

uxx : − 3µηxu + 3µξxx = 0 (4.13h)

u2
xx : 3µξu = 0 (4.13i)

uxxx : − µτ′ + 3µξx = 0 (4.13j)

ᑨᮠ亩 : − ηxun − µηxxx + ηt = 0 (4.13k)

⭡ (4.13j)ਟᗇ ξx = 1
3 τ′ˈഐ↔ˈ(4.13g)ᔿॆѪ 9µ · 0 − 3µηuu = 0 ⇒ ηuu = 0ˈҾᱟ䎵ᇊ方程㓴

(4.13)ਟㆰॆѪ˖

u2
x : ξu = 0 (4.14a)

uxxx : ξx =
τ′

3
(4.14b)

uxuxx : ηuu = 0 (4.14c)

uxx : ηxu = 0 (4.14d)

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − ξt = 0 (4.14e)

ᑨᮠ亩 : − ηxun − µηxxx + ηt = 0 (4.14f)

⭡ (4.14a)ǃ(4.14b)઼ (4.14c)ǃ(4.14d)ਟ⸕ˈξ = ξ(t, x)ˈηu = ηu(t)ᡰԕ࡛࠶䇮

ξ =
1
3

τ′(t)x + p(t) (4.15a)

η = σ(t)u + λ(t, x) (4.15b)

ሶᔿ (4.15)ԓޕ (4.14e)઼ (4.14f)ˈᮤ⨶ਾᗇ

− un(nσ +
2
3

τ′)− nun−1λ − 1
3

τ′′x − p′ = 0

− λxun − µλxxx + σ′u + λt = 0
(4.16)

ᛵᖒ 1 ᖃ n = 1ᰦǄ кᔿ (4.16)ਟㆰॆѪ

− u(σ +
2
3

τ′)− (λ +
1
3

τ′′x + p′) = 0 (4.17a)

− λxu − µλxxx + σ′u + λt = 0 (4.17b)
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⭡ (4.17a)䀓ᗇ

σ = −2
3

τ′

λ = −1
3

τ′′x − p′
(4.18)

ሶкᔿ (4.18)ԓࡠޕ (4.17b)ᗇ− 1
3 τ′′u− µ · 0− 2

3 τ′′u− 1
3 τ′′′x − p′′ = Ԕ޽ˈ0 τ′′(t) = 0, p′′(t) =

0ਟԕ≲ᗇᡰԕ

τ = C1t + C2

p = C3t + C4
⇒

σ = −2
3

C1

λ = −C3

⇒

τ = C1t + C2

ξ =
1
3

C1x + C3t + C4

η = −2
3

C1u − C3

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
− ∂

∂u
, X4 = t

∂

∂t
+

x
3

∂

∂x
− 2u

3
∂

∂u
.

ᛵᖒ 2 ᖃ n > 2ᰦǄ ਟԕ䀓ᗇ

σ = − 2
3n

τ′(t)

λ = 0

τ′′ = 0

p′ = 0

⇒

τ = C1t + C2

p = C3

σ = − 2
3n

C1

λ = 0

⇒

τ = C1t + C2

ξ =
1
3

C1x + C3

η = − 2
3n

C1u

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂t
+

x
3

∂

∂x
− 2u

3n
∂

∂u
.

4.4 KdV-Burgers方程

4.4.1 KdV-Burgers方程简介

KdV-Burgers方程ᱟ᧿䘠的ᱟ⏢փ޵ਜ਼ᴹ≄⌑⍱ࣘԕ及ᕩᙗ㇑޵⏢փ⍱ࣘ的ᮠᆖ⁑ර [2, 1]ˈ
а㡜ᖒᔿᱟ

ut = uux + νuxx + µuxxx,

其中 ν, µ ̸= Ѫ㙇ᮓ亩઼㢢ᮓ亩㌫ᮠǄ࡛࠶ˈ0

㤕 µ = 0, ν ̸= 方程ণѪ㪇਽的ࡉˈ0 KdV方程˗㤕 µ ̸= 0, ν = 方程Ѫࡉˈ0 Burgers方程Ǆᡁ
Ԝ⸕䚃 KdV方程઼ Burgers方程䜭ᱟਟ〟的ˈն KdV-Burgers方程нਟ〟 [3]Ǆ

KdV-Burgers方程䘈用Ҿ᧿䘠䇨ཊ⢙⨶㛼Ჟ的䰞仈ˈྲ⍵≤㇑䚃中⌒的Ր᫝ˈᴹ㙇ᮓ֌用的䶎
㓯ᙗᕡ⿫ᆀ⌒ˈ䫱⭥⨶䇪 (Theory of Ferro Electricity)ˈ䶎㓯ᙗ⭥⍱ˈ在ݵ┑㋈ᙗ⏢փᕩᙗ㇑䚃中⌒
的Ր᫝ [33]Ǆ
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KdV-Burgers方程在其Ԇ᮷⥞中ਟ㿱的ᖒᔿ䘈ᴹ{
ut + uux − νuxx + µuxxx = 0

ut + uux + νuxx + µuxxx = 0

ԕлѪᒯѹ的 KdV-Burgers方程 (Generalized KdV-Burgers Equation, GKdV-Burgers)ˈ

ut = unux + νuxx + µuxxx, ν, µ = const (4.19)

ᇩ᱃ਁ⧠ˈᖃ n = 1ᰦˈкᔿণѪ KdV-Burgers方程Ǆ

4.4.2 GKdV-Burgers方程的求解

⭡ᇊ⨶ 3.1ਟ⸕ˈGKdV方程 (4.19)的⛩对称ᤕᴹᖒྲ (3.3)的ᰐェሿ⭏ᡀݳ˖

X = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
.

其й䱦ᔦᤃᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X(2) = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. + κ1(t, x, u, ut, ux)

∂

∂ut

+ ζ1(t, x, u, ut, ux)
∂

∂ux
+ ζ2(t, x, u, ut, ux, uxx, uxt)

∂

∂uxx

+ ζ3(t, x, u, ut, ux, uxt, uxx, uxxt, uxxx)
∂

∂uxxx

其中 κ1, ζ1, ζ2, ζ3⭡ (3.23)㔉ᇊǄ

⭡⺞ᇊ方程 (3.24)ਟᗇˈGKdV方程 (4.19)的⺞ᇊ方程ᖒᔿѪ

κ1 − ζ1un − νζ2 − µζ3 − ηnun−1ux = 0 (4.20)

ሶ (A.1)ԓࡠޕкᔿ (4.20)ᗇ

−nηuxun−1 − uxηuun + u2
xξuun + uxutτuun − ηxun + uxξxun + utτxun − νuxxηu

− µuxxxηu + utηu + 3µu2
xxξu + 3νuxuxxξu + 4µuxuxxxξu − uxutξu

− u2
t τu + νuxxutτu + µuxxxutτu + 2νuxutxτu + 3µuxxutxτu + 3µuxutxxτu

− νu2
xηuu − 3µuxuxxηuu + νu3

xξuu + 6µu2
xuxxξuu + νu2

xutτuu

+ 3µuxuxxutτuu + 3µu2
xutxτuu − µu3

xηuuu + µu4
xξuuu + µu3

xutτuuu

+ 2νuxxξx + 3µuxxxξx + 2νutxτx + 3µutxxτx − 2νuxηxu − 3µuxxηxu

+ 2νu2
xξxu + 9µuxuxxξxu + 2νuxutτxu + 3µuxxutτxu + 6µuxutxτxu

− 3µu2
xηxuu + 3µu3

xξxuu + 3µu2
xutτxuu − νηxx + νuxξxx + 3µuxxξxx

+ νutτxx + 3µutxτxx − 3µuxηxxu + 3µu2
xξxxu + 3µuxutτxxu − µηxxx

+ µuxξxxx + µutτxxx + ηt − uxξt − utτt = 0
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ሶ޽ (4.19)ԓࡠޕкᔿ中⎸৫ ut 亩ᒦਸᒦ਼类亩ᗇ

−ηxun + u4
x(µτuuuun + µξuuu) + 3µutxxτx + u2

xx(3µξu + 3µντxu)

+ u3
x(ντuuun + 3µτxuuun + νξuu − µηuuu + µνuxxτuuu + µ2uxxxτuuu + 3µξxuu)

− νηxx + utx(2ντx + 3µτxx) + u2
x(2ντxuun + 3µτxxuun − νηuu + 3µutxτuu

+ uxxx(3τxuuµ2 + ντuuµ) + uxx(3µτuuun + 6µξuu + ν2τuu + 3µντxuu)

+ 2νξxu − 3µηxuu + 3µξxxu) + uxxx(µτxun + 3µξx + µντxx + µ2τxxx − µτt)

− µηxxx + ηt + uxx(ντxun + 3µutxτu + 2νξx − 3µηxu + 3µ2uxxxτxu + 3µξxx

+ ν2τxx + µντxxx − ντt) + ux(−nηun−1 + ξxun + ντxxun + µτxxxun − τtun

+ τxu2n + 3µutxxτu + 3µνu2
xxτuu − 2νηxu + utx(2ντu + 6µτxu) + νξxx − 3µηxxu

+ uxxx(3τxxuµ2 + 3ξuµ + 2ντxuµ) + uxx(3µτxuun + 2νξu − 3µηuu + 3µ2uxxxτuu

+ 9µξxu + 2ν2τxu + 3µντxxu) + µξxxx − ξt) = 0

⌘᜿ࡠкᔿӽ❦⴨ᖃ༽ᵲˈѪҶㆰॆ䇑㇇ˈ࡙用 Lie的⹄ウᡀ᷌ˈਟṩᦞᕅ⨶ 3.1ਟᗇ τ(t, x, u) =
τ(t)ˈҾᱟкᔿਟㆰॆѪ

−ηxun + 3µu2
xxξu + µu4

xξuuu + uxxx(3µξx − µτ′) + u3
x(νξuu − µηuuu + 3µξxuu)

− νηxx − µηxxx + ηt + uxx(−ντ′ + 2νξx − 3µηxu + 3µξxx)

+ u2
x(−νηuu + 6µuxxξuu + 2νξxu − 3µηxuu + 3µξxxu)

+ ux(−nηun−1 − τ′un + ξxun + 3µuxxxξu − 2νηxu + uxx(2νξu − 3µηuu + 9µξxu)

+ νξxx − 3µηxxu + µξxxx − ξt) = 0

(4.21)

对称⺞ᇊ方程 (4.21)对Ҿ x, t, u, ux, ut, uxx, uxxx 的ᡰᴹ的аᇊᡀ・Ǆഐ㘼ˈԔ uxxx, uxx, ux, u的㌫
ᮠѪ䴦ˈ㧧ᗇԕлޣҾ τ, ξ, η的䎵ᇊ方程㓴˖

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − 2νηxu + νξxx − 3µηxxu + µξxxx − ξt = 0 (4.22a)

u2
x : − νηuu + 2νξxu − 3µηxuu + 3µξxxu = 0 (4.22b)

u3
x : νξuu − µηuuu + 3µξxuu = 0 (4.22c)

u4
x : µξuuu = 0 (4.22d)

uxx : − ντ′ + 2νξx − 3µηxu + 3µξxx = 0 (4.22e)

u2
xx : 3µξu = 0 (4.22f)

uxxx : − µτ′ + 3µξx = 0 (4.22g)

uxuxxx : 3µξu = 0 (4.22h)

uxuxx : 2νξu − 3µηuu + 9µξxu = 0 (4.22i)

u2
xuxx : 6µξuu = 0 (4.22j)

ᑨᮠ亩 : − unηx − νηxx − µηxxx + ηt = 0 (4.22k)

⭡ (4.22g)ਟᗇ ξx = 1
3 τ′ˈ޽⭡ (4.22f)ˈࡉ (4.22i)ᔿॆѪ 2ν · 0 − 3µηuu + 9µ · 0 = 0 ⇒ ηuu = 0 ,

(4.22e)ᔿॆѪ −ντ′ + 2ν 1
3 τ′ − 3µηxu + 3µ · 0 = 0 ⇒ ηxu = − ν

9µ τ′ ˈҾᱟ䎵ᇊ方程㓴 (4.22)ਟㆰॆ

25



⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

Ѫ˖

u2
xx : ξu = 0 (4.23a)

uxxx : ξx =
τ′

3
(4.23b)

uxuxx : ηuu = 0 (4.23c)

uxx : ηxu = − ν

9µ
τ′ (4.23d)

ux : − nηun−1 − τ′un + ξxun − 2νηxu − ξt = 0 (4.23e)

ᑨᮠ亩 : − ηxun − νηxx − µηxxx + ηt = 0 (4.23f)

⭡ (4.23a)ǃ(4.23b)઼ (4.23c)ǃ(4.23d)ਟ⸕ˈξ = ξ(t, x)ˈηu = ηu(t, x)ᡰԕ࡛࠶䇮

ξ =
1
3

τ′(t)x + p(t) (4.24a)

η = − ν

9µ
τ′(t)xu + σ(t)u + λ(t, x) (4.24b)

ሶ (4.24)ԓࡠޕ (4.23e)઼ (4.23f)ˈᮤ⨶ਾᗇ

un(
nν

9µ
τ′x − nσ − 2

3
τ′)− nun−1λ +

2ν2

9µ
τ′ − 1

3
τ′′x − p′ = 0 (4.25a)

un+1 ν

9µ
τ′ − unλx − νλxx − µλxxx −

ν

9µ
τ′′xu + σ′u + λt = 0 (4.25b)

ᛵᖒ 1 ᖃ n = 1ᰦǄ кᔿ (4.25)ਟㆰॆѪ

u(
ν

9µ
τ′x − σ − 2

3
τ′)− (λ − 2ν2

9µ
τ′ +

1
3

τ′′x + p′) = 0 (4.26a)

u2 ν

9µ
τ′ − uλx − νλxx − µλxxx −

ν

9µ
τ′′xu + σ′u + λt = 0 (4.26b)

⭡ (4.26a)䀓ᗇ

σ = 0, τ′ = 0, λ = −p′ (4.27)

ሶкᔿ (4.27)ԓࡠޕ (4.26b)ᗇ −p′′ = 0ˈᡰԕ

τ = C1

p = C2t + C3
⇒

σ = 0

λ = −C2
⇒

τ = C1

ξ = C2t + C3

η = −C2

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
− ∂

∂u
.
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ᛵᖒ 2 ᖃ n > 2ᰦǄ ਟԕ䀓ᗇ

σ = 0

λ = 0

τ′ = 0

p′ = 0

⇒
τ = C1

p = C2
⇒

τ = C1

ξ = C2

η = 0

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
.

4.5 (2+1)维 KdV型方程

4.5.1 (2+1)维 KdV型方程的简介

(2+1)㔤 KdVර方程的ᖒᔿྲл

ut + uxuy + uxxy + uxyy = 0 (4.28)

4.5.2 (2+1)维 KdV型方程的求解

⭡ᇊ⨶ 3.1ਟ⸕ˈ(2+1)㔤 KdVර方程 (4.28)的⛩对称ᤕᴹᖒྲ (3.3)的ᰐェሿ⭏ᡀݳ˖

X = τ(t, x, y, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, y, u)

∂

∂x
+ µ(t, x, y, u)

∂

∂y
+ η(t, x, y, u)

∂

∂u
.

其й䱦ᔦᤃᰐェሿ⭏ᡀݳѪ

X(3) = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ µ

∂

∂y
+ η

∂

∂u
+ η

(1)
t

∂

∂ut
+ η

(1)
x

∂

∂ux
+ η

(3)
xxy

∂

∂uxxy
+ η

(3)
xyy

∂

∂uxyy

其中 η
(1)
t , η

(1)
x , η

(3)
xxy, η

(3)
xyy ਟṩᦞ (2.5)䇑㇇ˈл䶒ᶕ䇑㇇䘉Ӌ٬Ǆ↓ྲ䙂᧘ޜᔿ (2.5)ᡰ䱀䘠的ˈ在

䇑㇇ㅜ k䱦ᔦᤃᰐェሿᰦˈᗵ享ݸ≲ᗇㅜ k − 1䱦ᰐェሿǄਟ㿱䘉ṧ的䘝ԓ䇑㇇䇑㇇䟿䶎ᑨབྷǄѪ
Ҷㆰॆ䇑㇇ˈ㓿䗷ㅄ㘵⹄ウԕ及用䇑㇇ᵪԓᮠMathematica傼䇱ˈԕл⥌ᜣᱟ↓⺞的˖

定理 4.1 η
(k)
i1i2···ik

ਟ⭡ ,ᔿ䘝ԓ㧧ᗇˈj1ޜ(2.5) j2, · · · , jk Ѫ 1, 2, · · · , k 的ањԫ᜿ᧂࡉˈࡇᴹ

η
(k)
i1i2···ik

઼ η
(k)
ij1 ij2 ···ijk

ㅹԧǄ

Ҿᱟ⭡ᇊ⨶ 4.1ਟᗇˈ䇑㇇ԫ᜿єњᰐェሿ η
(k)
i1i2···ik

઼ η
(l)
j1 j2···jl ᰦˈਟࡇ≳ݸ㺘 {i1, i2, · · · ik}઼

{j1, j2, · · · , jl} 的ޡޜᆀࡇ㺘 {a1, a2, · · · , an} ণ {i1, i2, · · · , ik} ⇒ {a1, a2, · · · , an, ik1 , ik2 , · · · , ikk−n}
઼ {j1, j2, · · · , jl} ⇒ {a1, a2, · · · , an, jl1 , jl2 , · · · , jll−n} ˈ❦ਾਟݸ≲ᗇ η

(n)
a1,a2,··· ,anˈᴰਾ޽㔗㔝࡛࠶

≲Ǆᡰԕ在≲ᵜ仈的ᰐェሿ η
(3)
xxy ઼ η

(3)
xyy ᰦˈഐѪ η

(3)
xxy ⇔ η

(3)
xyxˈҾᱟਟݸ≲ η

(2)
xy ≳޽ˈ η

(3)
xyx ઼

27



⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

η
(3)
xyyǄ

η
(1)
t = Dt(η)− Dt(τ)ut − Dt(ξ)ux − Dt(µ)uy

η
(1)
x = Dx(η)− Dx(τ)ut − Dx(ξ)ux − Dx(µ)uy

η
(1)
y = Dy(η)− Dy(τ)ut − Dy(ξ)ux − Dy(µ)uy

η
(2)
xy = Dy(η

(1)
x )− Dy(τ)uxt − Dy(ξ)uxx − Dy(µ)uxy

η
(3)
xyy = Dy(η

(2)
xy )− Dy(τ)uxyt − Dy(ξ)uxyx − Dy(µ)uxyy

η
(3)
xxy = η

(3)
xyx = Dx(η

(2)
xy )− Dx(τ)uxyt − Dx(ξ)uxyx − Dx(µ)uxyy

ԕк≲䀓㔃᷌㿱䱴ᖅ A.2Ǆ

⭡⺞ᇊ方程 (3.8)ਟᗇˈ(2+1)㔤 KdVර方程的⺞ᇊ方程ᖒᔿѪ

η
(1)
t + uxη

(1)
y + uyη

(1)
x + η

(3)
xyy + η

(3)
xxy = 0 (4.29)
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ሶ (A.2)ԓࡠޕ (4.29)ᗇ

−uxµuuuu3
y − µxuuu3

y − 2uxµuu2
y − 3uxyµuuu2

y − uxxµuuu2
y − uxxξuuu2

y − utxτuuu2
y

+ uxηuuuu2
y − u2

xµuuuu2
y − u2

xξuuuu2
y − uxutτuuuu2

y − 2uxµyuuu2
y − µxu2

y

+ ηxuuu2
y − 2uxµxuuu2

y − uxξxuuu2
y − utτxuuu2

y − 2µxyuu2
y − µxxuu2

y

+ 2uxηuuy − 3uxyyµuuy − 2uxxyµuuy − utµuuy − 2u2
xξuuy − 2uxxyξuuy

− uxxxξuuy − 2uxutτuuy − 2utxyτuuy − utxxτuuy + 2uxyηuuuy + uxxηuuuy

− 3uyyuxµuuuy − 4uxuxyµuuuy − 4uxuxyξuuuy − 3uxuxxξuuuy

− 2uxyutτuuuy − uxxutτuuuy − 2uxutyτuuuy − 2uxutxτuuuy + u2
xηuuuuy

− u3
xξuuuuy − u2

xutτuuuuy − uxµyuy − 4uxyµyuuy − uxxµyuuy − 2uxxξyuuy

− 2utxτyuuy + 2uxηyuuuy − u2
xµyuuuy − 2u2

xξyuuuy − 2uxutτyuuuy

− uxµyyuuy + ηxuy − uxξxuy − utτxuy − 3uyyµxuuy − 4uxyµxuuy

− 2uxyξxuuy − 2uxxξxuuy − 2utyτxuuy − 2utxτxuuy + 2uxηxuuuy

− 2u2
xξxuuuy − 2uxutτxuuuy + 2ηxyuuy − 2uxµxyuuy − 2uxξxyuuy

− 2utτxyuuy − µxyyuy + ηxxuuy − uxξxxuuy − utτxxuuy − µxxyuy

− µtuy + uxyyηu + uxxyηu + utηu − 2u2
xyµu − uyyyuxµu − 3uyyuxyµu

− 2uxuxyyµu − uyyuxxµu − 2u2
xyξu − 2uxuxyyξu − uyyuxxξu − 3uxyuxxξu

− 3uxuxxyξu − uxutξu − u2
t τu − uxyyutτu − uxxyutτu − 2uxyutyτu

− uxxutyτu − uxutyyτu − uyyutxτu − 2uxyutxτu − 2uxutxyτu + uyyuxηuu

+ 2uxuxyηuu − uyyu2
xµuu − uyyu2

xξuu − 3u2
xuxyξuu − uyyuxutτuu

− 2uxuxyutτuu − u2
xutyτuu + uxηy − 2uxyyµy − uxxyµy − u2

xξy − 2uxxyξy

− uxxxξy − uxutτy − 2utxyτy − utxxτy + 2uxyηyu + uxxηyu − 2uyyuxµyu

− 2uxuxyµyu − 4uxuxyξyu − 3uxuxxξyu − 2uxyutτyu − uxxutτyu

− 2uxutyτyu − 2uxutxτyu + u2
xηyuu − u3

xξyuu − u2
xutτyuu − uxyµyy − uxxξyy

− utxτyy + uxηyyu − u2
xξyyu − uxutτyyu − uyyyµx − 2uxyyµx − uxyyξx

− 2uxxyξx − utyyτx − 2utxyτx + uyyηxu + 2uxyηxu − 2uyyuxµxu − uyyuxξxu

− 4uxuxyξxu − uyyutτxu − 2uxyutτxu − 2uxutyτxu − 2uyyµxy − 2uxyµxy

− 2uxyξxy − 2uxxξxy − 2utyτxy − 2utxτxy + 2uxηxyu − 2u2
xξxyu − 2uxutτxyu

+ ηxyy − uxξxyy − utτxyy − uyyµxx − uxyξxx − utyτxx + ηxxy − uxξxxy

− utτxxy + ηt − uxξt − utτt = 0
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ሶ޽ (4.28)ԓࡠޕкᔿ中⎸৫ ut 亩ᒦਸᒦ਼类亩ᗇ

−uxµuuuu3
y − µxuuu3

y − 2uxµuu2
y − 3uxyµuuu2

y − uxxµuuu2
y − uxxξuuu2

y − utxτuuu2
y

+ uxηuuuu2
y − u2

xµuuuu2
y − u2

xξuuuu2
y − ux(−uyux − uxyy − uxxy)τuuuu2

y + ηxyy

− 2uxµyuuu2
y − µxu2

y + ηxuuu2
y − 2uxµxuuu2

y − uxξxuuu2
y + ηxxy − uxξxxy

− (−uyux − uxyy − uxxy)τxuuu2
y − 2µxyuu2

y − µxxuu2
y + 2uxηuuy − 2u2

xξxyu

− 3uxyyµuuy − (−uyux − uxyy − uxxy)µuuy − 2uxxyµuuy − 2u2
xξuuy − uyyµxx

− 2uxxyξuuy − uxxxξuuy − 2ux(−uyux − uxyy − uxxy)τuuy − 2utxyτuuy

− utxxτuuy + 2uxyηuuuy + uxxηuuuy − 3uyyuxµuuuy − 4uxuxyµuuuy − 2utxτxy

− 4uxuxyξuuuy − 3uxuxxξuuuy − 2uxy(−uyux − uxyy − uxxy)τuuuy + 2uxηxyu

− uxx(−uyux − uxyy − uxxy)τuuuy − 2uxutyτuuuy − 2uxutxτuuuy − uxξxyy

+ u2
xηuuuuy − u3

xξuuuuy − u2
x(−uyux − uxyy − uxxy)τuuuuy − uxµyuy − 2utxτxuuy

− 4uxyµyuuy − uxxµyuuy − 2uxxξyuuy − 2utxτyuuy + 2uxηyuuuy − uxyξxx − utyτxx

− u2
xµyuuuy − 2u2

xξyuuuy − 2ux(−uyux − uxyy − uxxy)τyuuuy + ηt − uxξt

− uxµyyuuy + ηxuy − uxξxuy − (−uyux − uxyy − uxxy)τxuy − 3uyyµxuuy

− 4uxyµxuuy − 2uxyξxuuy − 2uxxξxuuy − 2ux(−uyux − uxyy − uxxy)τxyu

+ 2uxηxuuuy − 2u2
xξxuuuy − 2ux(−uyux − uxyy − uxxy)τxuuuy + 2ηxyuuy

− 2uxµxyuuy − 2uxξxyuuy − 2(−uyux − uxyy − uxxy)τxyuuy − µxyyuy

+ ηxxuuy − uxξxxuuy − (−uyux − uxyy − uxxy)τxxuuy − µxxyuy − µtuy

+ uxyyηu + (−uyux − uxyy − uxxy)ηu + uxxyηu − 2u2
xyµu − uyyyuxµu − 2utyτxuuy

− 3uyyuxyµu − 2uxuxyyµu − uyyuxxµu − 2u2
xyξu − 2uxuxyyξu − uyyuxxξu

− 3uxyuxxξu − ux(−uyux − uxyy − uxxy)ξu − (−uyux − uxyy − uxxy)τt

− (−uyux − uxyy − uxxy)
2τu − uxyy(−uyux − uxyy − uxxy)τu − 4uxuxyξxu

− (−uyux − uxyy − uxxy)uxxyτu − 2uxyutyτu − uxxutyτu − uxutyyτu − 3u2
xuxyξuu

− uyyutxτu − 2uxyutxτu − 2uxutxyτu + uyyuxηuu + 2uxuxyηuu − uyyu2
xµuu

− uyyu2
xξuu − uyyux(−uyux − uxyy − uxxy)τuu − (−uyux − uxyy − uxxy)τxyy

− 2uxuxy(−uyux − uxyy − uxxy)τuu − u2
xutyτuu + uxηy − 2uxyyµy

− uxxyµy − u2
xξy − 2uxxyξy − uxxxξy − ux(−uyux − uxyy − uxxy)τy

− 2utxyτy − utxxτy + 2uxyηyu + uxxηyu − 2uyyuxµyu − 2uxuxyµyu − 2utyτxy

− 4uxuxyξyu − 3uxuxxξyu − 2uxy(−uyux − uxyy − uxxy)τyu − 3uxuxxyξu

− uxx(−uyux − uxyy − uxxy)τyu − 2uxutyτyu − 2uxutxτyu + u2
xηyuu − 2uxxξxy

− u3
xξyuu − u2

x(−uyux − uxyy − uxxy)τyuu − uxyµyy − uxxξyy − utxτyy

+ uxηyyu − u2
xξyyu − ux(−uyux − uxyy − uxxy)τyyu − uyyyµx − 2uxyyµx

− uxyyξx − 2uxxyξx − utyyτx − 2utxyτx + uyyηxu + 2uxyηxu − 2uyyuxµxu

− uyyuxξxu − uyy(−uyux − uxyy − uxxy)τxu − (−uyux − uxyy − uxxy)τxxy

− 2uxy(−uyux − uxyy − uxxy)τxu − 2uxutyτxu − 2uyyµxy − 2uxyµxy − 2uxyξxy = 0
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⌘᜿ࡠкᔿӽ❦⴨ᖃ༽ᵲˈѪҶㆰॆ䇑㇇ˈ࡙用Lie的⹄ウᡀ᷌ˈਟṩᦞᕅ⨶ 3.1ਟᗇ τ(t, x, y, u) =
τ(t)ˈ޽㔃ਸᇊ⨶ 3.2ਟᗇ ∂ξ

∂u = 0, ∂µ
∂u = 0, ∂2η

∂u2 = 0ǄҾᱟкᔿਟㆰॆѪ

uy(ux(ηu − µy − ξx + τ′) + ηx + 2ηxyu + ηxxu − µxyy − µxxy − µt)

+ uxy(2ηyu + 2ηxu − µyy − 2µxy − 2ξxy − ξxx)− u2
yµx

+ uyy(ηxu − 2µxy − µxx) + uxx(ηyu − ξyy − 2ξxy)− u2
xξy

+ ux(ηy + ηyyu + 2ηxyu − ξxyy − ξxxy − ξt)

+ uxyy(−2µy − 2µx − ξx + τ′) + uxxy(−µy − 2ξy − 2ξx + τ′)

− uyyyµx − uxxxξy + ηxyy + ηxxy + ηt = 0

对称⺞ᇊ方程 (4.29)对Ҿ x, t, u, ux, ut, uxx, uxxx, uy, uyy, uyyy, uxy, uxyy, uxxy 的ᡰᴹ的аᇊᡀ・Ǆഐ

㘼ˈԔ uy, uyy, uyyy, uxy, uxyy, uxxy, uxxx, uxx, ux, u的㌫ᮠѪ䴦ˈ㧧ᗇԕлޣҾ τ, ξ, µ, η 的䎵ᇊ方程

㓴˖

uxuy : ηu − µy − ξx + τ′ = 0 (4.30a)

uy : ηx + 2ηxyu + ηxxu − µxyy − µxxy − µt = 0 (4.30b)

uxy : 2ηyu + 2ηxu − µyy − 2µxy − 2ξxy − ξxx = 0 (4.30c)

u2
y : − µx = 0 (4.30d)

uyy : ηxu − 2µxy − µxx = 0 (4.30e)

uxx : ηyu − ξyy − 2ξxy = 0 (4.30f)

u2
x : − ξy = 0 (4.30g)

ux : ηy + ηyyu + 2ηxyu − ξxyy − ξxxy − ξt = 0 (4.30h)

uxyy : − 2µy − 2µx − ξx + τ′ = 0 (4.30i)

uxxy : − µy − 2ξy − 2ξx + τ′ = 0 (4.30j)

uyyy : µx = 0 (4.30k)

uxxx : ξy = 0 (4.30l)

ᑨᮠ亩 : ηxyy + ηxxy + ηt = 0 (4.30m)

⭡ (4.30k)઼ (4.30l)ਟ⸕ˈµ = µ(t, y), ξ = ξ(t, x)ˈᡰԕ (4.30e)઼ (4.30f)ਈѪ ηxu = 0, ηyu = 0ˈ
ণ ηu = ηu(t)Ǆഐ↔ˈк䶒的方程㓴ਟ޽⅑ㆰॆѪ

uxuy : ηu − µy − ξx + τ′ = 0 (4.31a)

uy : ηx − µt = 0 (4.31b)

uxy : − µyy − ξxx = 0 (4.31c)

ux : ηy − ξt = 0 (4.31d)

uxyy : − 2µy − ξx + τ′ = 0 (4.31e)

uxxy : − µy − 2ξx + τ′ = 0 (4.31f)

ᑨᮠ亩 : ηxyy + ηxxy + ηt = 0 (4.31g)
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⭡ (4.31e)઼ (4.31f)ਟᗇ ξx = µy = 1
3 τ′(t)ᡰԕ䇮

ξ =
1
3

τ′(t)x + A(t)

µ =
1
3

τ′(t)y + B(t)
(4.32)

⭡޽ (4.31d)઼ (4.31b)ਟᗇ

ηy = ξt = ξt(t, x) =
1
3

τ′′(t)x + A′(t) ⇒ ηyy = 0 ⇒ ηxyy = 0

ηx = µt = µt(t, y) =
1
3

τ′′(t)y + B′(t) ⇒ ηxx = 0 ⇒ ηxxy = 0
(4.33)

⭡ (4.31g) ਟ⸕ˈηt = 0Ǆ޽⭡ (4.31a) ਟᗇ ηu = 1
3 τ′(t) 㘼 ηt = 0ˈᡰԕ τ′(t) = C1 ⇒ τ(t) =

C1t + C2Ǆ

ηy = A′(t) = C3 ⇒ A(t) = C3t + C4

ηx = B′(t) = C5 ⇒ B(t) = C5t + C6

ηu =
1
3

C1

⇒

τ = C1t + C2

ξ =
1
3

C1x + C3t + C4

µ =
1
3

C1y + C5t + C6

η =
1
3

C1u + C3y + C5x + C7

᭵其⛩对称Ѫ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 =

∂

∂y
, X4 =

∂

∂u
, X5 = t

∂

∂y
+ x

∂

∂u
, X6 = t

∂

∂x
+ y

∂

∂u
,

X7 = t
∂

∂t
+

x
3

∂

∂x
+

y
3

∂

∂y
+

u
3

∂

∂u
.

4.6 计算机代数系统求解微分方程的 Lie对称群解法 (以Math-
ematica为例)

在䇑㇇的䗷程中ˈᡁԜਁ⧠用 Lie对称群方法≲䀓的䇑㇇䟿᛺Ӫʽྲ᷌ٿᗞ࠶方程的䱦ᮠа
儈ˈ䛓Ѹ䇑㇇䟿的༽ᵲᓖቡՊབྷབྷ໎࣐Ǆ䙊䗷᡻㇇䇑㇇ྲ↔བྷ䇑㇇䟿的方程ᆈ在ԕл几њᔺㄟ˖

1. ഐ䇑㇇䟿ᓎབྷˈ䴰㙇䍩ᴤཊ的ᰦ䰤˗
2. 㺘䗮ᔿо㺘䗮ᔿѻ䰤ᶱѪ⴨լˈ在н㓿᜿䰤ˈᶱ᱃ਟ㜭ࠪ⧠Җ߉䭉䈟˗
3. ᧂḕ䭉䈟䴰㣡䍩ᴤཊ的ᰦ䰤˗
4. 䇑㇇㔃᷌的↓⺞ᙗн㜭؍䇱ˈ䴰㣡䍩仍ཆ的ᰦ䰤䘋㹼傼㇇˗
5. 㓨ᕐ的㙇䍩оᔪ・⧟ຳ৻ྭර⽮Պ⴨⸋⴮Ǆ

䲿⵰䘁几ॱᒤᶕ䇑㇇ᵪ䖟⺜Ԧ的ᘛ䙏ਁኅˈᰕᯠᴸᔲ的䇑㇇ᵪᔰ࿻᢯ᣵ䎧ҶӪ类的ᐕ֌⍫ࣘǄ

਼ṧൠˈ在ㅖਧ䇑㇇亶ฏˈ䈨ྲ MapleˈMathematicaㅹᕪབྷ的䇑㇇ᵪԓᮠ㌫㔏㔉ᡁԜᑖᶕҶ䈨
ཊ࡙ׯǄ其Ո⛩н䀰㘼௫ˈ⧟؍ˈⴱᰦʽⴱᰦʽⴱᰦʽ(䟽㾱的Ո⛩㾱䈤й䙽Ǆ)ഐ↔ˈㅄ㘵ᤏ用
Mathematica䘋㹼䇑㇇䗷程的䟽⧠ mBurgers方程ˈGKdV方程઼ GKdV-Burgers方程的≲䀓Ǆ

1. ᡁԜ俆ݸᶕ䇑㇇方程的⺞ᇊ方程ˈṩᦞ (3.8)ᡁԜቡਟԕ㇇㔉ᇊ PDEs的⺞ᇊ方程的ᖒᔿ˖

32



⎉⊏ᐕъབྷᆖ∅ъ䇮䇑˄䇪᮷˅

Mathematicaԓ⸱ 1: PDEs⺞ᇊ方程ᖒᔿ的⺞ᇊ
1 Clear["Global`*"]

2 U = u[t,x]

3 Tau = \[Tau][t,x,U]

4 Xi = \[Xi][t,x,U]

5 Eta = \[Eta][t,x,U]

6

7 (* Compute determining equation by using recursive function *)

8 (* ≲䀓㔉ᇊPDEs 的⺞ᇊ方程的ᖒᔿ*)

9 DE[n_,f_,u_,v1_,v2_] := −D[f,D[u,{v1,n}]]zeta[n]+DE[n−1,f,u,v1,v2];

10 DE[1,f_,u_,v1_,v2_] := kappa[1]−D[f,D[u,v1]]zeta[1]−D[f,v2]Tau−D[f,v1]Xi−D[f,u]Eta;

11

12 mBurgers = U^n D[U,x]+\[Nu] D[U,{x,2}]; (*Modified Burgers Equation*)

13 M = 2;

14 mBurgersDE = DE[M, mBurgers /. n −> M, U, x, t]

2. ᡁԜݸ≲ᗇ方程ᔦᤃਾ的ᰐェሿ⭏ᡀݳˈ❦ਾ䇑㇇ᡰ䴰的ᰐェሿǄഐѪ在 [2]઼ [16]єᵜ
Җ中൷ᵚ㔉ࠪਁኅ方程的䙂᧘ޜᔿˈᡰԕㅄ㘵在ㅜйㄐ的ㅜй㢲 3.3㔃ਸ [2]઼ [16]的方法
中㔉ࠪҶާփ䙂᧘ޜᔿ (3.23)Ǆഐ↔ˈṩᦞ (3.23)㔉ࠪ䇑㇇ㅜ n䱦ᔦᤃᰐェሿ的䙊用程ᒿǄ
ഐѪ䈕ޜᔿ⎹及ࡠҶ䘝ԓˈഐ↔在㕆߉程ᒿ的ᰦىˈᡁԜ䟷用䙂ᖂ࠭ᮠᶕᇎ⧠˖

Mathematicaԓ⸱ 2: ᔦᤃਾ的ᰐェሿ䇑㇇
1 ClearAll["Global`*"]

2 (* Compute infinitesimal operator by using recursive function *)

3 (* ࡙用䙂ᖂᶕ䇑㇇ᔦᤃਾ的ᰐェሿ䟿*)

4 CO [n_,u_,f1_,f2_,eta_,v1_,v2_] := D[CO[n−1,u,f1,f2,eta,v1,v2],v1]−D[u,{v1,n}]D[f1,v1]−D[D[u,{v1,n

−1}],v2]D[f2,v1];

5 CO[1,u_,f1_,f2_,eta_,v1_,v2_] := D[eta,v1]−D[u,v1]D[f1,v1]−D[u,v2]D[f2,v1];

6

7 (* Examples *)

8 (* ⽪ֻ*)

9 U = u[t,x];

10 Tau = \[Tau][t,x,U];

11 Xi = \[Xi][t,x,U];

12 Eta = \[Eta][t,x,U];

13

14 Kappa1 = CO[1,U,Tau,Xi,Eta,t,x]

15 Kappa3 = CO[3,U,Tau,Xi,Eta,t,x]

16 Zeta3 = CO[3,U,Xi,Tau,Eta,x,t]

17 Zeta5 = CO[5,U,Xi,Tau,Eta,x,t]

3. 在ԕкє↕的ส⹰кˈᡁԜቡਟԕሶᰐェሿԓࡠޕ⺞ᇊ方程中ˈᔰ࿻䘋㹼䈖㓶的䇑㇇ˈл
䶒的程ᒿ㜭ཏᑞࣙᡁԜ㧧ᗇޣҾ τ, ξ, η的䎵ᇊ方程㓴˖

Mathematicaԓ⸱ 3: mBurgers, GKdV, GKdV-Burgers方程的䎵ᇊ方程㓴≲䀓程ᒿ
1 Clear["Global`*"]

2 U = u[t,x]

3 Tau = \[Tau][t,x,U]

4 Xi = \[Xi][t,x,U]

5 Eta = \[Eta][t,x,U]
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6

7 (* Compute operator by using recursive function *)

8 (* ࡙用䙂ᖂ࠭ᮠ䇑㇇ᰐェሿ䟿*)

9 CO [n_,u_,f1_,f2_,eta_,v1_,v2_] := D[CO[n−1,u,f1,f2,eta,v1,v2],v1]−D[u,{v1,n}]D[f1,v1]−D[D[u,{v1,n

−1}],v2]D[f2,v1];

10 CO[1,u_,f1_,f2_,eta_,v1_,v2_] := D[eta,v1]−D[u,v1]D[f1,v1]−D[u,v2]D[f2,v1];

11

12 (* Compute determining equation by using recursive function *)

13 (* ≲ਆ㔉ᇊ方程的⺞ᇊ方程的ᖒᔿˈᒦ࡙用䙂ᖂ࠭ᮠሶᰐェሿ䟿ԓޕ*)

14 DEO[n_,f_,u_,v1_,v2_,Xi_,Tau_,Eta_] :=−D[f,D[u,{v1,n}]]CO[n,u,Xi,Tau,Eta,v1,v2]+DEO[n−1,f,u,v1,v2,Xi

,Tau,Eta] ;

15 DEO[1,f_,u_,v1_,v2_,Xi_,Tau_,Eta_] := CO[1,u,Tau,Xi,Eta,v2,v1]−D[f,D[u,v1]]CO[1,u,Xi,Tau,Eta,v1,v2]−
D[f,u]Eta(*−D[f,v2]Tau−D[f,v1]Xi *);

16

17 Clear[MYDSolve]

18 MYDSolve[pde_] := Module[{de,der,Tau,Xi,Eta,clist,i,j},

19 Tau = \[Tau][t,x,U];

20 Xi = \[Xi][t,x,U];

21 Eta = \[Eta][t,x,U];

22 de = ExpandAll[DEO[3,pde,U,x,t,Xi,Tau,Eta]];

23 clist = {};

24 der = Collect[de/.D[U,t] −> pde,Derivative[_,_][u][t,x]];

25 For[i = 1,i <= 3,i++,

26 clisttmp = {};

27 For[j = 1,j <= 4,j++,

28 cder[i][j] = Coefficient[der,Derivative[0,i][u][t,x]^j];

29 AppendTo[clisttmp,cder[i][j]];

30 ];

31 AppendTo[clist,clisttmp];

32 ];

33 (*Return[{de,der,clist}]; *)

34 Print[{de,der}];

35 Print[MatrixForm[clist]];

36 ]

37

38 (* Equations *)

39 (* ሶ㾱≲的方程᭮在ањࡇ㺘中*)

40 mBurgers = U^n D[U,x]+\[Nu] D[U,{x,2}]; (*Modified Burgers Equation*)

41 mKdV = U^n D[U,x]+\[Mu] D[U,{x,3}]; (*Modified KdV Equation*)

42 mBKdV = U^n D[U,x]+\[Nu] D[U,{x,2}]+\[Mu] D[U,{x,3}]; (*Modified Burgers−KdV Equation*)

43 functions = {mBurgers,mKdV,mBKdV};

44 flength = Length[functions];

45

46 For[i = 1,i <= flength,i++, Print[i]; r[i] = MYDSolve[functions[[i]]]]

䈤᰾˖DEO࠭ᮠᱟࡽ䶒єњ↕僔的㓸ਸˈ其֌用ᱟ䇑㇇㔉ᇊ方程的⺞ᇊ方程ᖒᔿˈ❦ਾሶ
对应的ᰐェሿԓࡠޕ方程ѻ中Ǆ㍗᧕⵰ˈㅄ㘵㠚ᇊѹҶ方程≲䀓ಘˈণ࠭ᮠ MYDSolve[pde_]ˈ

其࣏㜭Ѫ
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㺘 1: ࠭ᮠ䈤᰾㺘

࠭ᮠ਽ ৲ᮠ ࣏㜭᧿䘠

CO n, u, f1, f2, eta, v1, v2 ≲ n䱦ᔦᤃᰐェሿ
DEO n, f, u , v1, v2, Xi, Tau, Eta ≲⺞ᇊ方程

MYDSolve pde (ণ㔉ᇊ的࠭ᮠ) ॆㆰ⺞ᇊ方程ԕ㧧ᗇޣҾ τ, ξ, η的䎵ᇊ方程

4. 㓿䗷ԕк的↕僔ѻਾˈণਟᗇॆࡠㆰ的⺞ᇊ方程઼䎵ᇊ方程㓴ǄഐѪᰦ䰤઼ㅄ㘵的≤ᒣᴹ
䲀ˈᒦᵚ㔉ࠪ䎵ᇊ方程㓴的≲䀓程ᒿˈ㿱䈵ʽ

ок䘠йњ方程н਼的ᱟˈ(2+1)㔤 KdVර方程的ᛵߥቡ㾱༽ᵲ的ཊˈഐ↔ㅄ㘵ҏᲲᵚ㜭㔉ࠪ
在ԫ᜿њਈ䟿的⺞ᇊ方程઼ᰐェሿ的䇑㇇程ᒿˈԕлӵ㔉ࠪ䪸对 (2+1)ර KdVර方程的≲䀓程ᒿ˖

Mathematicaԓ⸱ 4: (2+1)㔤 KdVර方程的䎵ᇊ方程㓴≲䀓≲䀓程ᒿ
1 Clear["Global`*"]

2 Remove["Global`*"]

3

4 (* A Function To Check Whether Two Expressions Are Equivalent *)

5 (* (*ᇊєњ㺘䗮ᔿᱟ੖ㅹԧࡔ

6 IsEquivalent[expr1_,expr2_] := ExpandAll[expr1] === ExpandAll[expr2];

7

8 (* Define Functions *)

9 (* ᇊѹᡰ䴰㾱的࠭ᮠ*)

10 U = u[t,x,y];

11 Tau = \[Tau][t,x,y,U];

12 Xi = \[Xi][t,x,y,U];

13 Mu = \[Mu][t,x,y,U];

14 Eta = \[Eta][t,x,y,U];

15

16 (* According To The Theorem, Variables Can Be Simplified Below *)

17 (* ṩᦞᇊ⨶ˈѪҶㆰॆ䇑㇇ਟ࡙用ԕл的ᔿᆀᇎ⧠*)

18 (*Tau = \[Tau][T];

19 Xi = \[Xi][t,x,y];

20 Mu = \[Mu][t,x,y]; *)

21

22 (* Compute Infinitesimals According To The Formula *)

23 (* ṩᦞᔦᤃޜᔿ≲䀓ᰐェሿ䟿*)

24 ZetaT = D[Eta,t]−D[Xi,t]D[U,x]−D[Tau,t]D[U,t]−D[Mu,t]D[U,y]

25 ZetaX = D[Eta,x]−D[Xi,x]D[U,x]−D[Tau,x]D[U,t]−D[Mu,x]D[U,y]

26 ZetaY = D[Eta,y]−D[Xi,y]D[U,x]−D[Tau,y]D[U,t]−D[Mu,y]D[U,y]

27 ZetaXY = D[ZetaX,y]−D[Xi,y]D[D[U,x],x]−D[Tau,y]D[D[U,x],t]−D[Mu,y]D[D[U,x],y]

28 ZetaXYY = D[ZetaXY,y]−D[Xi,y]D[D[D[U,x],y],x]−D[Tau,y]D[D[D[U,x],y],t]−D[Mu,y]D[D[D[U,x],y],y]

29 ZetaXYX = D[ZetaXY,x]−D[Xi,x]D[D[D[U,x],y],x]−D[Tau,x]D[D[D[U,x],y],t]−D[Mu,x]D[D[D[U,x],y],y]

30 ZetaYX = D[ZetaY,x]−D[Xi,x]D[D[U,y],x]−D[Tau,x]D[D[U,y],t]−D[Mu,x]D[D[U,y],y]

31 IsEquivalent[ZetaXY,ZetaYX]

32

33 (* Obtain Determining Equation *)

34 (* ሶާփ的ᰐェሿ䟿઼ਈ䟿的ٿሬᮠԓࡠޕᔿᆀ中㧧ᗇ⴨应的⺞ᇊ方程*)

35 DKdV = ZetaT+D[U,x]ZetaY+D[U,y]ZetaX+ZetaXYY+ZetaXYX //ExpandAll

35
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36 DKdVR = DKdV/.D[U,t] −>−D[U,x]D[U,y]−D[D[D[U,x],y],x]−D[D[D[U,x],y],y]

37

38 (* Simplify Determining Equation And Attain Desired Cofficient Matrix of Terms *)

39 (* ㆰॆ⺞ᇊ方程ᒦфਸᒦ਼类亩㧧ᗇ㌫ᮠ⸙䱥*)

40 clist = {};

41 der = Collect[DKdVR,Derivative[_,_,_][u][t,x,y]];

42 For[i = 1,i <= 3,i++,

43 clisttmp = {};

44 For[j = 1,j <= 4,j++,

45 cder[i][j] = Coefficient[der,Derivative[0,i][u][t,x,y]^j];

46 AppendTo[clisttmp,cder[i][j]];

47 ];

48 AppendTo[clist,clisttmp];

49 ];

50

51 clist

52 der

4.7 结论与展望

4.7.1 结论

Lie对称群方法Ѫ方程的ᱮᔿ䀓的ᶴ䙐ᨀ׋Ҷ䟽㾱方法ˈ֯ᗇӾᰗ䀓᧘ᗇᯠ䀓ᡀѪҶਟ㜭Ǆն
ᱟˈ֯用 Lie对称群方法≲䀓ᗞ࠶方程的䀓的䗷程中⎹及ᶱབྷ的䇑㇇䟿ˈഐ↔о䇑㇇ᵪԓᮠ㌫㔏䝽
ਸ䎧ᶕ≲䀓方程ሶᱟњ䶎ᑨ⨶ᜣ的䙄ᖴǄ

4.7.2 不足与展望

ᵜ᮷的н䏣ᴹԕл几⛩˖

1. ᵚ㜭㔉ࠪ应用 Lie对称群方法≲䀓ᡰ㔉ᇊ的几类ᗞ࠶方程的䎵ᇊ方程≲䀓程ᒿˈоᆼޘ㠚
ࣘॆ䇑㇇ӽᴹ䖳བྷ的䐍⿫Ǆ

2. 在 Lie对称群⨶䇪к的䍑⥞нཊˈᡰࠪڊ的ᡀ᷌ӽԕㆰॆ䇑㇇Ѫѫˈ对 Lie对称群⨶䇪的䍑
⥞ቁѻ৸ቁǄ

ഐ↔ˈ䪸对ԕкн䏣ˈᵜ᮷的ኅᵋྲл˖

1. 䪸对ᴤཊ的方程ˈ㔉ࠪ Lie对称群方法≲䀓的程ᒿ˗
2. ᆼழᒦᨀ儈⧠ᴹ程ᒿ的≲䀓㜭࣋ˈᶴᔪ方程的䙊䀓≲䀓程ᒿ˗
3. оࠪڊ Lie群⨶䇪ਁኅ࠷ᇎ⴨ޣ的⨶䇪ᡀ᷌Ǆ
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附录 A 几个延拓后无穷小具体结果

A.1 三次发展方程延拓无穷小具体结果

κ1 = ut (−uxξu + ηu − τt)− uxξt − u2
t τu + ηt

ζ1 = ux (−utτu + ηu − ξx)− u2
xξu − utτx + ηx

ζ2 = u2
x (−utτuu + ηuu − 2ξxu) + ux (−3uxxξu − 2utxτu − 2utτxu + 2ηxu − ξxx)

+ uxx (−utτu + ηu − 2ξx)− u3
xξuu − 2utxτx − utτxx + ηxx

ζ3 = u3
x (−utτuuu + ηuuu − 3ξxuu) + u2

x (−6uxxξuu − 3utxτuu − 3utτxuu + 3ηxuu − 3ξxxu)

+ ux[−4uxxxξu − 3utxxτu − 6utxτxu − 3utτxxu + 3ηxxu − ξxxx

+ uxx(−3utτuu + 3ηuu − 9ξxu)]− 3u2
xxξu − 3utxxτx − 3utxτxx − utτxxx + ηxxx

+ uxxx (−utτu + ηu − 3ξx) + uxx (−3utxτu − 3utτxu + 3ηxu − 3ξxx) + u4
x (−ξuuu)

(A.1)

A.2 (2+1)维 KdV型方程的延拓无穷小具体结果

η
(1)
t =utηu − uy (utµu + µt)− ux (utξu + ξt)− ut (utτu + τt) + ηt (A.2)

η
(1)
x =uxηu − uy (uxµu + µx)− ux (uxξu + ξx)− ut (uxτu + τx) + ηx (A.3)

η
(1)
y =uyηu − uy

(
uyµu + µy

)
− ux

(
uyξu + ξy

)
− ut

(
uyτu + τy

)
+ ηy (A.4)

η
(2)
xy =uxyηu + ux(uyηuu + ηyu) + uyηxu − uxy(uyµu + µy)− uyy(uxµu + µx)

− uy(uxyµu + ux(uyµuu + µyu) + uyµxu + µxy)− uxx(uyξu + ξy)

− uxy(uxξu + ξx)− ux(uxyξu + ux(uyξuu + ξyu) + uyξxu + ξxy)

− utx(uyτu + τy)− uty(uxτu + τx)− ut(uxyτu + ux(uyτuu + τyu)

+ uyτxu + τxy) + ηxy

(A.5)
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η
(3)
xyy =uxyyηu − 2uxyy(uyµu + µy)− 2uxxy(uyξu + ξy)− 2utxy(uyτu + τy)

+ 2uxy(uyηuu + ηyu)− uxy(uyyµu + uyµyu + uy(uyµuu + µyu) + µyy)

− uxx(uyyξu + uyξyu + uy(uyξuu + ξyu) + ξyy)− utx(uyyτu + uyτyu

+ uy(uyτuu + τyu) + τyy) + ux(uyyηuu + uyηyuu + uy(uyηuuu + ηyuu) + ηyyu)

− uyyy(uxµu + µx)− uxyy(uxξu + ξx)− utyy(uxτu + τx) + uyyηxu

− 2uyy(uxyµu + ux(uyµuu + µyu) + uyµxu + µxy)− 2uxy(uxyξu

+ ux(uyξuu + ξyu) + uyξxu + ξxy)− 2uty(uxyτu + ux(uyτuu + τyu)

+ uyτxu + τxy) + uyηxyu + uy(uyηxuu + ηxyu) + ηxyy

− uy(uxyyµu + 2uxy(uyµuu + µyu) + ux(uyyµuu + uyµyuu

+ uy(uyµuuu + µyuu) + µyyu) + uyyµxu + uyµxyu

+ uy(uyµxuu + µxyu) + µxyy)− ux(uxyyξu + 2uxy(uyξuu + ξyu)

+ ux(uyyξuu + uyξyuu + uy(uyξuuu + ξyuu) + ξyyu) + uyyξxu + uyξxyu

+ uy(uyξxuu + ξxyu) + ξxyy)− ut(uxyyτu + 2uxy(uyτuu + τyu)

+ ux(uyyτuu + uyτyuu + uy(uyτuuu + τyuu) + τyyu)

+ uyyτxu + uyτxyu + uy(uyτxuu + τxyu) + τxyy)

(A.6)

η
(3)
xxy =uxxyηu − uxxy(uyµu + µy)− uxxx(uyξu + ξy)− utxx(uyτu + τy)

+ uxx(uyηuu + ηyu)− 2uxyy(uxµu + µx)− 2uxxy(uxξu + ξx)

− 2utxy(uxτu + τx) + uxyηxu + uxy(uxηuu + ηxu)− uxy(uxyµu

+ ux(uyµuu + µyu) + uyµxu + µxy)− uxy(uxyµu + uxµyu

+ uy(uxµuu + µxu) + µxy)− uxx(uxyξu + ux(uyξuu + ξyu)

+ uyξxu + ξxy)− uxx(uxyξu + uxξyu + uy(uxξuu + ξxu) + ξxy)

− utx(uxyτu + ux(uyτuu + τyu) + uyτxu + τxy)− utx(uxyτu

+ uxτyu + uy(uxτuu + τxu) + τxy)

+ uxηxyu + ux(uxyηuu + uxηyuu + uy(uxηuuu + ηxuu) + ηxyu)

− uyy(uxxµu + uxµxu + ux(uxµuu + µxu) + µxx)

− uxy(uxxξu + uxξxu + ux(uxξuu + ξxu) + ξxx)

− uty(uxxτu + uxτxu + ux(uxτuu + τxu) + τxx)

+ uy(uxηxuu + ηxxu) + ηxxy − uy(uxxyµu + uxx(uyµuu + µyu)

+ uxyµxu + uxy(uxµuu + µxu) + uxµxyu + ux(uxyµuu + uxµyuu

+ uy(uxµuuu + µxuu) + µxyu) + uy(uxµxuu + µxxu) + µxxy)

− ux(uxxyξu + uxx(uyξuu + ξyu) + uxyξxu + uxy(uxξuu + ξxu)

+ uxξxyu + ux(uxyξuu + uxξyuu + uy(uxξuuu + ξxuu) + ξxyu)

+ uy(uxξxuu + ξxxu) + ξxxy)− ut(uxxyτu + uxx(uyτuu + τyu)

+ uxyτxu + uxy(uxτuu + τxu) + uxτxyu + ux(uxyτuu + uxτyuu

+ uy(uxτuuu + τxuu) + τxyu) + uy(uxτxuu + τxxu) + τxxy)

(A.7)
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㠤 䉒

並ݹ㥿㤂ˈ㘈俆ᖰһˈа࠷৸শশ在ⴞǄᵜ、ᆖҐ的䘉ㇷҀ䉡ণሶԕањՁ→ㅖ੺а

⇥㩭ˈ在↔䗷程中ˈᴹཡ㩭ǃ儈▞ǃ䘧㥛઼ᴤཊ的ᝏࣘˈ֯ᡁнᯝൠᡀ䮯ˈ䉘ԕ↔ੁ䲚դ

ᡁ䉡߉ᡀ䮯ѻᴢ的ᇦӪǃᚙᐸǃ਼デ઼᥊৻Ԝˈ㠤ԕ㺧ᗳ的ᮜ᜿઼ᝏ䉒ʽ

ᵜ⹄ウ及ᆖս䇪᮷ᱟ在ሬᐸ⊸ᆸᷛᮉᦸ的Ӣޣ࠷ᘰ઼ᚹᗳᤷሬлᆼᡀǄ、⹄кˈԆѕ

㚳的、ᆖᘱᓖˈѕ䉘的⋫ᆖ㋮⾎ˈ㋮⳺≲㋮的ᐕ֌֌仾ˈ␡␡ൠᝏḃ⵰ᡁ˗⭏⍫中ˈԆ␑

❦的⭏⍫ᘱᓖˈ仾䏓的ᙗṬˈ᣹䘁ҶᡁԜ的䐍⿫Ǆ䶎ᑨᝏ䉒⊸㘱ᐸєᒤԕᶕ的䀰Ր䓛ᮉˈ

ᝏ䉒⊸㘱ᐸ在⸕䇶的⎧⌻中Ѫᡁᤷ䐟Ǆ

在↔᮷᫠߉䗷程中ˈԕл的㓴㓷ᡆњӪ䇙ᡁਇ⳺ग़⍵ˈ在↔㠤ԕ䈊᥊的䉒᜿˖ᝏ

䉒 LATEXˈXƎTEX ഒ䱏Ѫᵜ᮷㋮㖾㘼৸ݽ䍩的ᧂ⡸ᨀ׋ᢰᵟ᭟ᤱ˗ᝏ䉒 John MacFarlane
(Pandoc֌㘵ˈU.C. Berkeleyᮉᦸ)઼ Pandoc的其Ԇ㔤ᣔ㘵Ѫᵜ᮷的᫠߉及ཊṬᔿ䖜ॆ (䖜
ᡀ Microsoft Word)ᨀ׋Ҷᶱབྷ的࡙ׯ˗ᝏ䉒 Bram Moolenaar (Vim֌㘵)ᨀ׋Ҷྲ↔Ո⿰
的㕆䗁ಘˈ䇙⸱ᆇᡀѪྲ↔ӛਇ的Ҁһ˗ᝏ䉒 Guido van Rossum (Python֌㘵)Ѫᵜ᮷的৲
㘳᮷⥞㇑⨶程ᒿ的㕆߉ᨀ׋Ҷਟ㜭˗ᝏ䉒 QuoraˈStackOverflowˈMathOverflowㅹ䇪උѪ
↔᮷᫠߉䗷程ᡰࠪ⧠䰞仈的ᘛ䙏䀓ߣᨀ׋Ҷᰐ⿱的ᑞࣙǄ

ഋᒤ的ᆖҐ⭏⏟⿫нᔰл䶒䘉Ӌਟ⡡的ӪԜˈ䉒䉒֐Ԝ的䲚դʽᝏ䉒⎉⊏ᐕъབྷᆖമ

Җ侶及മҖ侶ഋᾬ的㘱ᐸԜˈᱟ֐ԜѪᡁᨀ׋Ҷ㡂䘲⑙俘的≲⸕൪ᡰˈѪᡁ的ᆖҐᨀ׋Ҷ

䇱Ǆᝏ䉒䱶⳸仆ǃ⦻䴘Ѡǃ㕚䶉⪌ǃ⦻呓ኡǃ⦻⾿ьǃㄐ㡂්ǃਦᇨǃ䜁᭿ǃ੤䭤䭤ǃ؍

哴⧢ੋǃڵᶝ⌒ㅹ਼デྭ৻ˈᱟ֐Ԝ的䲚դ䇙ᡁ的⭏⍫ᴤ࣐ཊᖙʽᴰਾˈᡁ㾱ᝏ䉒⡦⇽ǃ

⾆⇽ǃခခㅹӢᡊԜ对ᡁᆖ⭏ᰦԓᰐᗞн㠣的➗ᯉ઼ޣ⡡ˈ䇙ᡁڕᓧ㤱༞ᡀ䮯ʽ䉒䉒ʽ
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